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1. Projekt Prognoser

Problem fra virkeligheden

Vi gnsker at beregne to fremtidige veerdier for en formue, der vokser med konstant veekst: Nar
formuen efter 2 og 5 maneder er hhv. 10 og 30 enheder, hvad vil den da vere efter 8 maneder, og
hvornar vil den veere 60 eneheder?

1. Opstil en tabel med de givne oplysninger.

2. Oplist de begreber, der skal bruges til at beskrive problemet matematisk, og anfer hver gang en
preecis definition af begrebet.

3. Oplist de formler, der skal bruges til at beregne de to gnskede veerdier

4. Opstil en linezer model for vaeksten og brug den til at besvare de to spgrgsmal algebraisk og
geometrisk.

5. Opstil en eksponentiel model for veeksten og brug den til at besvare de to spergsmal algebraisk
0g geometrisk.

6. Opstil en potensmodel for veeksten og brug den til at besvare de to spargsmal algebraisk og
geometrisk.

7. Konkluder, og lav er rapport, som kan bruges til eksamen.

8. Skitser eventuelt et bevis til en af de brugte formler.

2. Projekt Befolkningsveekst og Fgdevarevaekst

Problem fra virkeligheden

Den engelske gkonom Malthus (1766-1834) forudsagde omkring ar 1800 en kommende
fadevarekrise:

”Da verdens befolkningen vokser eksponentielt og fadevaremangden linezrt, vil befolkningstallet
en dag overhale fodevaremengden med hungersned til folge” (Malthus’ befolkningsprincip). Har
Malthus ret?

Vi vil belyse problematikken med en model. Vi opstiller en tabel over tiden x angivet som antal ar
efter 1850; og verdens befolkning, der antages at veere 1.59 mia i 1900 og 5.3 mia i 1990; og
verdens fgdevareproduktion, der antages at vaere 1.800 mia. dagsrationer i 1900 og 4.5 mia.
dagsrationer i 1990. Befolkningstallet antages at vokse eksponentielt, og fadevaremangden antages
at vokse lineaert. Tabellens gyldighedsomrade antages at vaere 0 < x < 250.

1. Opstil en tabel for befolkningstallet og antal dagsrationer.

Formlen for befolkningstallet bestemmes ved ExpReg L1, L2, Y1. bogstaver.

2. Find en regressionsformel for hver af tabellens starrelser.

3. Fortolk betydningen af tallene i de to regressionsformler.

4. lllustrer de to sterrelser geometrisk og find grafernes skearingspunkter.

5. Til kontrol, find algebraisk de to tidspunkter, hvor de to sterrelser er ens.

6. Opstil en alternativ model, som bygger pa den antagelse, at verdens befolkning vokser med 1%
om aret, og fedevaremaengden med 40 om aret

7. Konkluder, og lav er rapport, som kan bruges til mundtlig eksamen.

8. Skitser eventuelt et bevis til en af de brugte formler.

3. Projekt Afstandsbestemmelse

Problem fra virkeligheden
Vi gnsker at bestemme afstanden fra en basislinie AB til et utilgeengeligt punkt P

1. Udmal en basislinie AB og sigtevinklerne til B fra A og P.

2. Oplist de begreber, der skal bruges til at beskrive problemet matematisk, og anfgr hver gang en
preecis definition af begrebet.

3. Oplist de formler, der skal bruges til at beregne de gvrige stykker i trekant ABP, samt hgjden PC.
4. Beregn vinkel B i trekant ABR.

5. Beregn siden RB.

6. Beregn vinkel P i trekant PBR.
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7. Beregn siden BP.

8. Beregn siden PC i trekant PBC.

9. Konkluder, og lav er rapport, som kan bruges til mundtlig eksamen.
10. Skitser eventuelt et bevis til en af de brugte formler.

4. Projekt Broen

Problem fra virkeligheden

Over en 8 meter bred klgft skal bygges en hangebro af to krydsende stalbjelker fastgjort til
klippevaeggen 5 meter oppe og til en 3.5 meter lang stolpe, som er anbragt 1 meter fra klgften, og
som er stgttet af en stalwire, der danner en vinkel pa 30 grader med vandret . De tre stallengder
gnskes bestemt, samt samlingspunktet over klgften.

1. Konstruer en tegning af broen i malestoksforholdet 1:100. Pafgr tegningen de opgivne mal samt
relevante bogstaver.

2. Oplist de begreber, der skal bruges til at beskrive problemet matematisk, og anfer hver gang en
preecis definition af begrebet.

. Beregn leengden af stalwiren

. Beregn laengden af de to stalbjalker.

. Indleg et passende koordinatsystem, og opstil i dette ligningerne for de to stalbjeelker.

. Find koordinaterne til stalbjaelkerens skeringspunkt C.

. Konkluder, og lav er rapport, som kan bruges til mundtlig eksamen.

. Skitser eventuelt et bevis til en af de brugte formler.

ONO Ol W

5. Projekt Statistik
Problem fra virkeligheden
Fra et spagrgeskema er udtaget to spargsmal, hvor fglgende svar blev givet:

Hvor mange bgrn har din mor fgdt? 4, 1, 2,3,4,2,3,1,2,3,2,2,2,3,1,1,2,2,3,1,3,2,2, 2, 2,
3,1,2,2,2,2,1,2,2,1,2,2,1,4,1,4,5,2,2,3,3,1,2,2, 2.

Hvor langt har du til skole? 5, 25, 17, 8,16, 1,7, 18, 1,2, 17,2,5, 2,1, 5, 14, 10, 5, 28, 4, 29, 18,
12,3,5,8, 10, 4, 16, 19, 21, 4, 11, 10, 11, 20, 21, 4, 3, 25, 10, 21, 5, 20, 10, 5, 15, 2, 15.

Vi gnsker at sammenfatte de mange forskellige tal til 2-3 tal, som beskriver tallenes midte og
variation.

1. Spgrgsmal 1: Opstil de indsamlede data i en hyppighedstabel.

2. Oplist de begreber, der skal bruges til at beskrive problemet matematisk, og anfar hver gang en
preecis definition af begrebet.

3. Beregn frekvenser og opsummerede frekvenser.

4. Find talmaterialets kvartilsat, og oversat det til journalist-sprog efter at have tegnet et boksplot.
5. Find talmaterialets middeltal, og overset dette til journalist-sprog.

6. Spargsmal 2: Grupper de indsamlede data og opstil en hyppighedstabel.

7. Oplist de begreber, der skal bruges til at beskrive problemet matematisk, og anfagr hver gang en
preecis definition af begrebet.

8. Beregn frekvenser og opsummerede frekvenser.

9. Find talmaterialets kvartilsaet, og overset det til journalist-sprog efter at have tegnet et boksplot.
10. Find talmaterialets middeltal, og oversat dette til journalist-sprog.

11. Konkluder, og lav er rapport, som kan bruges til eksamen.

6. Projekt Golf

Problem fra virkeligheden
Fra en placering pa en 2 meter hgj flad bakke skal en golfbold sendes over en 3 meter hgj haek, der
befinder sig pa bakken 2 meter vaek, og ramme i et hul, der befinder sig 12 meter veek i hgjde nul.
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Hvad er boldens banekurve? Hvilken hgjde har bolden i afstanden 10 meter? Hvornar har bolden
hgjden 6 meter? Hvor hgijt nar bolden op? Hvilken retning har bolden i begyndelsen? Hvilken
retning har bolden ved nedslaget?

1. Indleg et koordinatsystem, sa golfbold befinder sig i punktet (x,y) = (0,2), og golfhullet i punktet
(12,0).

2. Opstil en tabel over x og y og som indeholder modellens kendte og ukendte oplysninger.

3. Oplist de begreber, der skal bruges til at beskrive problemet matematisk, og anfer hver gang en
preecis definition af begrebet.

4. Find en regressionsformel, der fglger tabellens 3 talpar preecist. Hvor mange bgjninger er der?
5. llustrer formlen geometrisk, og brug kurven til at finde de ukendte starrelser.

6. Til kontrol, brug ogsa algebra til at finde de ukendte starrelser.

7. For at finde boldens retning hhv. i begyndelsen findes kurvens haeldning i x = 0 ved hjelp af
CAS-veerktgjets dy/dx. Herefter kan vinklen v bestemmes af ligningen tan v = dy/dx.

8. Find pa samme made boldens retning ved nedslaget, i afstanden 10 meter og i hgjden 6 meter,
9. Konkluder, og lav er rapport, som kan bruges til eksamen.

7. Projekt Indsamling, Lafferkurve
Problem fra virkeligheden

Vi gnsker at indsamle et belgb til Operation Dagsvark blandt skolens 500 elever ved at szlge
billetter til en fast pris. Hvilken af fglgende tre indsamlingsmader giver det sterste bidrag?

A. Uden markedsfaring. Vi antager, at alle 500 kunder vil kebe en billet ved prisen 0 kr, at ingen vil
give over 40 kr, og at efterspgrgslen falder hurtigt, sa kun 100 kunder vil give 20 kr.

B. Med markedsfaring. Vi antager, at alle 500 kunder vil kabe en billet ved prisen 0 kr, at ingen vil
give over 40 kr, og at efterspargslen falder jeevnt.

C. Med lotteri med 1 hovedpraemie pa 500 kr og 3 sidepreemier pa 200 kr. Et spgrgeskema med
spergsmalet "hvad vil du maksimalt betale?’ viser, at alle 500 kunder vil kebe en billet ved prisen 0
kr, at 480 kunder vil give 10 kr, 400 kunder vil give 20 kr, 200 kunder vil give 30 kr og 100 kunder
vil give 40 kr.

1. Opstil en tabel med de givne oplysninger for hver af de tre mader.

2. Oplist de begreber, der skal bruges til at beskrive problemet matematisk, og anfagr hver gang en
preecis definition af begrebet.

3. Oplist de formler, der skal bruges til at besvare spgrgsmalet.

4. Opstil ud fra alternativ A en kvadratisk model for efterspargslen og besvar spargsmalet bade
algebraisk og geometrisk.

5. Opstil ud fra alternativ B en linezer model for efterspargslen og besvar spgrgsmalet bade
algebraisk og geometrisk.

6. Opstil ud fra alternativ C en kubisk model for efterspgrgslen og besvar spgrgsmalet bade
algebraisk og geometrisk.

7. Konkluder, og lav er rapport, som kan bruges til eksamen.

8. Skitser eventuelt et bevis til en af de brugte formler.

8. Projekt Karsel

Problem fra virkeligheden

Vi onsker at bestemme en raekke egenskaber ved Peters kersel, hvor farten blev malt hvert 5’te
sekund til hhv. 10m/s, 30m/s, 20m/s, 40m/s og 15m/s.

1. Opstil en tabel med de givne oplysninger.

2. Oplist de begreber, der skal bruges til at beskrive problemet matematisk, og anfar hver gang en
preecis definition af begrebet.

3. Oplist de formler, der skal bruges til at beregne de gnskede veerdier.

4. Find en regressionsformel, der falger tabellens 5 talpar pracist. Hvor mange bgjninger er der?
Besvar falgende spgrgsmal bade algebraisk og geometrisk
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5. Hvornar begyndte og sluttede karslen?

6. Hvad var farten efter 12sekunder?

7. Hvornar var farten 25m/s?

8. Hvornar blev der accelereret?

9. Hvornar blev der bremset?

10. Hvad var den maksimale fart?

11. Hvor mange meter kartes der i de forskellige 5sekunders intervaller?
12. Hvad var accelerationen i begyndelsen af disse intervaller?

13. Hvor langt kartes i alt?

14. Konkluder, og lav er rapport, som kan bruges til eksamen.

9. Projekt Overtagelsesforsgg

Problem fra virkeligheden

Selskab A forsgger at overtage selskab B ved at opkebe 1B-aktie pr. dag i 30 dage. B-aktien svinger
i kurs og var 50, 80, 40 og 90 efter hhv. 0, 10, 20 og 30 dage. Hvad var kursen efter 4 dage?
Hvornar var kursen 70 Kkr? Hvornar stiger kursen? Hvornar falder kursen? Hvornar topper og
bunder kursen? Hvor mange Kkr. brugtes der | de forskellige 10 dages intervaller? Hvad var
kursstigningen i begyndelsen af disse intervaller.

1. Opstil en tabel med de givne oplysninger.

2. Oplist de begreber, der skal bruges til at beskrive problemet matematisk, og anfagr hver gang en
preecis definition af begrebet.

3. Find en regressionsformel, der fglger tabellens 4 talpar praecist. Hvor mange bgjninger er der?
Besvar fglgende spgrgsmal bade algebraisk og geometrisk

4. Hvad var kursen efter 4 dage?

5. Hvornar var kursen 70 Kkr?

6. Hvornar stiger og falder kursen?

7. Hvornar topper og bunder kursen?

8. Hvor mange Kkr. brugtes der | de forskellige 10 dages intervaller?

9. Hvad var kursstigningen i begyndelsen af disse intervaller.

10. Konkluder, og lav er rapport, som kan bruges til eksamen.

10. Projekt Opsparing og Pension

Problem fra virkeligheden
Vi gnsker at finde den manedlige pension over 10 ar, som kan kommer fra en opsparing pa 1000 kr.
hver maned i 30 ar. Renten er 0.4% pr. md.

1. Oplist de begreber, der skal bruges til at beskrive problemet matematisk, og anfer hver gang en
preecis definition af begrebet.

2. Oplist de formler, der skal bruges til at beregne de to gnskede veerdier.

3. Opstil en model for opsparingen og bestem algebraisk og geometrisk den opsparede kapital efter
hhv. 10, 20 og 30 ar.

4. Hvor meget er egetbidrag og rentebidrag til opsparingen efter 30 ar?

Skal opsparingen udbetales som pension over 10 ar, benyttes to konti. P4 konto 1 er opsparingen til
forrentning, og pa konto 2 vil den udbetalte pension udgare en ’negativ opsparing’.

5. Opstil en formel for kapitalens udvikling pa de to konti.

6. Hvad er den manedlige pension, hvis de to konti skal balancere efter 10 ar:

7. Bestem forholdet mellem det indskudte og det udtagne belgb.

8. Gentag beregningerne med en manedlig rente pa 0.3% og 0.5%.

9. Konkluder, og lav er rapport, som kan bruges til eksamen.

10. Skitser eventuelt et bevis til en af de brugte formler.
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1. Projekt Prognoser

Problemstilling: Hvordan kan man opstille prognoser under antagelse af konstant veekst?

En matematisk model:
Matematik

Virkelighed

| Problem

| —

f

| Problem

1. Problemet fra virkeligheden

Lgsning

|

Lasning

En formue antages at vokse med konstant veekst. Ud fra to kendte datasaet gnskes opstillet prognoser for en
fremtidig veerdi, samt for, hvornar en bestemt veerdi nés.

2. Opstilling af det matematiske problem

Vi opstiller en tabel over den hidtidige kursudvikling, hvor x er antal dage og y er kursen

X y=? ; — %y +

> 0 1. Linesrvaeksty=a*x+b

5 30 2. Exponentiel veekst y = b*a”x
8 ?

? 60 3. Potens veekst y = b*x"a

X: +1, y: +a (stigningstallet)
X: +1,y: + r% (veekstprocenten, a = 1+r)

X: +1%, y: + a% (elasticiteten)

3. Losning af det matematiske problem
Farst findes ligningerne for y ved regression. Vi indtaster datasattene i formelregnerens lister under Stat.
@nskes en lineser model veelges LinReg Y1.
@nskes en eksponentiel model veelges ExpReg Y1.
@nskes en potens model vaelges PowerReg Y1.

Linear vaekst

Eksponentiel vaekst

Potens veaekst

y=? |y=6.667*x—3.333 y=? |y=4.807*1.442"X y=? |y=4.356*x"1.199
ﬁai[:e X =2o0g5 givery =10 og 30 ?r?;t:e X =2o0g5 givery =10 og 30 if:(t:e x =2 o095 givery =10 og 30
X=8 |y=6.667*8 —3.333 =50 Xx=8 |y=4.807*1.442"8 = 89.9 x=8 |y=4.356*8"1.199 = 52.7
Test | Trace x = 8 giver y =50 Test | Trace x = 8 giver y =89.9 Test | Trace x =8 givery =52.7
X=? |y=6.667*x—3.333 Xx=? |y=4.807*1.442"x X=? |y=4.356*x"1.199
y=60 |60 =(6.667*x)—3.333 y =60 |60=4.807 * (1.442"x) y =60 |60 =4.356*(x"1.199)
60 + 3.333 = 6.667*x 60/4.807 = 1.442"x 60/4.356 = x"1.199
63.333/6.667 = x log(60/4.807)/logl.142 = x 1.199(60/4.356) = x
9.5=x 6.89 = x 8.91 =x
Testl |60 =6.667*9.5-3.333 Testl |60 =4.807 *1.442"6.89 Testl |60 =4.356*8.91"1.199
60 =60 60 =60 60 =60
Test2 | MathSolver 0 = Y1-60 Test2 | MathSolver 0 = Y1-60 Test2 | MathSolver 0 = Y1-60
Giver x=9.5 Giver x = 6.89 Giver x =8.91
Test3 | Grafisk afleesning med Test3 | Grafisk afleesning med y2=60 Test3 | Grafisk afleesning med
y2=60 giver x = 9.5 giver x = 6.89 (intersection) y2=60 giver x = 8.91
(intersection) (intersection)
Inkersection Intersection Inkersection
n=8.4993 Y=an n=h.B92Y Y=an n=B.91z1 Y=an

4. Lgsning af problemet fra virkeligheden
Vi har set at vi med regressionsligninger kan opstille prognoseligninger til at forudsige fremtidige veerdier,
samt for, hvornar en bestemt veerdi nas. De tre sat svar er forskellige, da de bygger pa forskellige antagelser.
Lineser vaekst forudsatter at stigningstallet er konstant.
Eksponentiel vakst forudsatter at vaekstprocenten er konstant.
Potens veekst forudsatter at elasticiteten er konstant.
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2. Projekt Befolkningsveekst og Fgdevarevaekst

Problemstilling: Hvornar vil befolkningstallet overstige fedevaremangden
En matematisk model:

Matematik | Problem | — | Lgsning
Virkelighed | Problem | | Lasning

1. Problemet fra virkeligheden

Den engelske gkonom Malthus (1766-1834) forudsagde omkring ar 1800 en kommende fadevarekrise:
”Da verdens befolkningen vokser eksponentielt og fedevaremangden lineeert, vil befolkningstallet en dag
overhale fodevaremangden med hungersned til folge” (Malthus’ befolkningsprincip). Har Malthus ret?

2. Opstilling af det matematiske problem

Vi opstiller en tabel over tiden x angivet som antal ar efter 1850; og verdens befolkning, der antages at veere
1.59 mia i 1900 og 5.3 mia i 1990; og verdens fgdevareproduktion, der antages at vaere 1.800 mia.
dagsrationer i 1900 og 4.5 mia. dagsrationer i 1990. Befolkningstallet antages at vokse eksponentielt, og
fadevaremangden antages at vokse lineert. Tabellens gyldighedsomrade antages at vaere 0 < x < 250.

Y1 Y2
Ar efter 1850 Verdens befolkning i mio. | Verdens fgdevareproduktion i mio. dagsrationer
(1900) 50 1590 1800
(1990) 140 5300 4500

3. Lasning af det matematiske problem

Pa TI-82 indlaegges x-tal som liste L1, og y-tal som listerne L2 og L3.

Formlen for befolkningstallet bestemmes ved ExpReg L1, L2, Y1. Resultat y1= 815*1.013"x.

Dvs. nar x er 0 i 1850 er befolkningstallet y=815; og nar x vokser med 1 vokser befolkningstallet med 1.3%.
Formlen for fadevaremangden bestemmes ved LinReg L1, L3, Y2. Resultat y1= 300 + 30x.

Dvs. nar x er 0 i 1850 er fadevaremangden y=300; og nar x vokser med 1 vokser fadevaremangden med 30.
Perioder med hungersngd forekommer hvor Y1 er starre end Y2.

Skaeringspunkterne mellem Y1 og Y2 findes med ’Calc Intersection’ til ca. x = 30 og 123.

Dvs. ifalge modellen var der hungersngd fra 1850 til 1880, og igen efter 1973.

Antages i stedet, at verdens befolkning vokser med 1% om aret, og fadevaremangden med 40 om aret vil
formlerne blive Y3= 815*1.017x, og Y4 = 300+40x, hvis skaringspunkter da bliver ca. x = 16 og x = 258.
Dvs. i dette tilfeelde var der hungersngd fra 1850 til 1866, og igen efter 2108.

Skeeringspunkterne kan kontrolleres ved at bruge MathSolver, og indtaste et geet.

L1 Lz L k] EUTngﬂ!g_TEETE_' Flotl Flokz Flotz THOON]
to icon | 100 dtLinkead ax+h2 =VM1E814. 533181 Amin=@
140 Lo % 5 HyadReg (5 amax=25e
------------ B CubickEeg =Wz BI0L+ 3660 nacl=1
75 BuartReg M= Ymin=a
SiLinRFegcathsxn =Hy= Ymax=7 884
2: Lhked ~Ne= Yacl=1
L33 = ExrFReg ~NE= nres=
1=Yz=H 1=Yz=H
w=10E0 a=l23.. 84352345
bound=L-1e99:1.. ||| bound=L{-1g99.1
i left—rt=0A left—rt=0A

Inkgkrseckion
ik PRl L Iy b W | i

4. Lgsning af problemet fra virkeligheden

Malthus har ret i, at der vil opsta hungersnad, hvis verdens befolkning fortsatter med at vokse eksponentielt,
og verdens fgdevaremangde fortseetter med at vokse lineeert, for en krum kurve vil altid overhale en lige.
Hvis fadevaremangden vokser med 30 mio. dagsrationer pr. ar, vil hungersngden indtreede ar 1973, hvis
verdens befolkning vokser med 1.3% pr. ar, og i ar 2108 hvis verdens befolkning vokser med 1% pr. ar og
fadevareproduktionen vokser med 40/ar. Dog tidligere, hvis en del fadevarer bruges til breendstof til biler.
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3. Projekt Afstandsbestemmelse

Problemstilling: Hvordan bestemmes afstanden til et utilgeengeligt punkt?

En matematisk model:

Matematik |

Problem |

f

Virkelighed |

Problem |

1. Problemet fra virkeligheden

Fra en basislinie gnsker vi at bestemme afstanden

til et utilgeengeligt punkt P.

—

| Lasning

|

| Lasning

2. Matematisk problem

A

Fra kendt basislinie AB males sigtevinkler fra A og B til det utilgeengelige punkt P.
AT de tre retvinklede trekanter ABR, BRP og BCP beregnes RB, BP samt endelig den gnskede afstand PC.

Maleverdier: AB = 366 cm, vinkel PAC = 34 grader, vinkel PBC = 55 grader

90-34=56 = B(B) 180-55-56=69 = B(B) B(P)
a=? c=? a =205 C =572 a=?
m h
A(A)=34 b C(R) =90 A(P) =90-69=21 b C(R) =90 A(B)=55 b C(C) =90
3. Losning af det matematiske problem
Vi opstiller 3 formelskemaer
Trekant ABR Trekant PBR Trekant PBC
a a a
=7 1 = - =7 i =- =7 i = -
a="7 SiNA c c=7 SinA c a=7 SinA c
A=34 | a A=21 205 A=55 | __ a
c=366 |34 =366 a=205 |Sin21=" c=572 |SiNSS=577
sin34 * 366 = a ¢ *sin21 = 205 sinb5 *572=a
205 =a _ 205 469 =a
€ =sin21
c=572
2 2 4
gstl sin34 = % gStl sin21 = % gstl sinb5 = %
0.559 = 0.560 0.358 = 0.358 0.819 =0.820
Test2 Math Solver Test2 Math Solver Test2 Math Solver
© X © _205 © X
0_366 - sin34 0= " sin21 0—572 - sin55
giver x = 205 giver x =572 giver x = 469

Alternativ: | trekant PAB bruges sinus-relationen til at bestemme PB.
Vinkel PBA = 180- vinkel PBC = 180-55 = 125. Vinkel APB = 180- 34-125 =21

a_ _p a_ 366
sinA_sinP’d S

VS- 5in34 ~ sin21

366 . . _
a= sin21 *sin21 =572

4. Lgsning af problemet fra virkeligheden
Ved hjeelp af trekantsregning har vi har bestemt afstanden til det utilgeengelige punkt PC til 469 cm.
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4. Projekt Broen

Problemstilling: Hvordan dimensioneres en bro?
En matematisk model:

Matematik | Problem | — | Lgsning
Virkelighed | Problem | | Lasning
1. Problemet fra virkeligheden A

Over en klgft bygges en haengebro af
stal fastgjort til klippevaeggen og en
stolpe. De tre stalleengder gnskes
bestemt, samt samlingspunktet over
klgften. Den venstre fastspaendings-
vinkel skal veere 30 grader.

2. Matematisk problem

Af de retvinklede trekanter EFB, GFB og FGA beregnes BE, BG og FA. C bestemmes som skeringspunkt
mellem de to rette linier BG og FA.

Maleverdier: vinkel FEB = 30 grader, FB = 3.5m, FG = 8m + 1m = 9m og AG = 5m.

Vi indleegger et koordinatsystem med

B(B) B(A) nulpunkt i F. Herved fremkommer
koordinaterne:
c=" a=35 c=? a=5 F: (0,0) og A: (9,5), samt

B: (0,3.5) og G: (9,0).
| ! Vi finder ligningerne for FA og BG
A(E) =30 b C(F) =90 A(F) b=8+1=9 C(G)=90 |ved lineer regression.

3. Losning af det matematiske problem
Vi opstiller formelskemaer

Trekant EFB Trekant FGA og GFB Linierne BG og FA
c=? sinAzg c=" a2 + b2 =¢2 BG:? y=ax+b
A=30 .30_§ a=5 52 +92=¢2 y=-0.389x + 3.5
a=35 [SIMV="¢ b=9 V(106)= ¢ Fundet ved LinReg L1, L2, Y1
sin30*c =3.5 1030 =c¢ Test Trace x=0 giver 3.5
¢ = 3.5/5in30 Trace x=9 giver 0
c=7.0 StatPlot passer
gstl sin30 = % ;estl Tilsvarende findes
=9 =
05=05 Test2 FA:? Yy =0.556x
Test2 | Math Solver Calc Intersection giver
© _35 x=3.710gy = 2.06
0275830 o9 |@24p2=¢2
giver x =7 a=35 [3524+92=¢2 | trekant FDC er DC =3.71 0og FD = 2.06
b=9 V(93.25)=¢ Pythagoras giver: FC = \(3.71°2 + 2.06"2) = 4.24
9.66=c
I trekant BDC er DC = 3.71 og FD = 3.6-2.06 = 1.54
Pythagoras giver: BC = V(3.712 + 1.54"2) = 4.02

4. Lgsning af problemet fra virkeligheden

Ved hjelp af trekantsregning har vi har bestemt de tre stalleengder:

EB =7.00 m, FA = 10.30 m og BG = 9.66.

Samlingspunktet er bestemt ved at FC = 4.24 m og BC = 4.02 m.

Som ekstra kontrol optegnes broen og bygges af piberensere i malestoksforholdet 1:100.
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5. Projekt Statistik

Problemstilling: Hvordan kan vi kort beskrive mange forskellige tal fra et spgrgeskema?
En matematisk model:

Matematik | Problem | — | Lasning |
Virkelighed | Problem | | Lgsning |

1. Problemet fra virkeligheden
Tal fra besvarelse af et spgrgeskema vil variere uforudsigeligt og kan derfor ikke beskrives med en formel. Hvordan kan
vi give en samlet kort beskrivelse af mange forskellige talveerdier?

2. Opstilling af det matematiske problem

| et spargeskema indgik disse 2 spgrgsmal: Hvor langt har du til skole? Hvor mange bgrn har din mor fgdt? Svarene kan
ikke forud-siges, men kan bagud-siges ved at blive opstillet i en tabel indeholdende observationer og hyppigheder.
Afstands-tallene grupperes, medens barneantallet ikke grupperes. Et tal medtages farste gang, det naevnes.

Obs.  Hyp. Frek. KumFrek. Middeltal, Gns. Obs.  Hyp. Frek. KumFrek.  Middeltal, Gns.

00-05 20 | 20/50 = 0.40 0.40| 2.5*0.40=1.00 1 11| 11/50 =0.22 0.22 1*0.22 = 0.22
05-10 8 0.16 0.56| 7.5*0.16 =1.20 2 25 0.50 0.72 2*0.50 = 1.00
10-15 6 0.12 0.68 1.50 3 9 0.18 0.90 0.54
15-20 9 0.18 0.86 3.15 4 4 0.08 0.98 0.32
20-25 5 0.10 0.96 2.25 5 1 0.02 1.00 0.10
25-30 2 0.04 1.00 1.00 50 1.00 M=22

50 1.00 M =10.2

3. Losning af det matematiske problem

Frekvensen angiver de enkelte hyppigheder i procent af alle svar. F.eks. 1a 10% af alle svar i omradet 20-25, dvs. 10%
af de svarende har fra 20 km til og med 25 km til skole. Frekvensen illustreres grafisk med et histogram ved grupperede
og et pindediagram ved ikke-grupperede observationer.

Den kumulerede frekvens opsummerer frekvenserne. F.eks. har 86% af de svarende 20 km til skole eller derunder. Den
kumulerede frekvens illustreres med en sumkurve. P& sumkurven aflaeses 1. kvartil, 2. kvartil (medianen) og 3. kvartil
ved hhv. 25%, 50% og 75%. Et boks-plot viser mindste og starste observation samt de tre kvartiler.

Middeltallet eller gennemsnittet angiver hvor langt de svarende havde til skole, hvis de alle havde lige langt. Ved
grupperede observationer benyttes intervallernes midter-tal ved beregning af middeltal.

Tallene kan ogsa findes ved at indtaste observationer og hyppigheder som lister i formelregneren, og derefter benytte
Stat Calc 1-Var Stats L1, L2. Igen bruges midter-tal ved grupperede observationer.

50% 50%
40% 40%
30% - 30%
20% - 20%
10% A _\_’_\—\_ 10%
0% . . . . . 0% .
0 5 10 15 20 25 30 0 1 2 3 4 5

100% /?—0 100% ‘
75% /. 3.K=16.9 75% 3.K=3
[}
! Med = 8.1 50% Med =2

1.K=31 250 1K=2

|
| i
1 ]
0%/;.v. A : 0% . A 4 :

0 5 10 15 20 25 30 0 1 2 3 4 5

4. Losning af problemet fra virkeligheden

Uforudsigelige tal kan ikke forud-siges af en formel, men kan bagud-siges af en tabel over observationer og hyppigheder.
Ud fra tabellen kan beregnes tallenes middeltal. Tallenes frekvenser kan illustreres med histogram eller et pindediagram.
Ud fra de opsummerede frekvenser aflaeses tallenes tre kvartiler, der sammen med ydervardierne beskrives i et boks-plot.
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6. Projekt Golf

Problemstilling: Hvordan sendes en golfkugle i et hul bag en haek?
En matematisk model:

Matematik | Problem | — | Lasning
Virkelighed | Problem | | Lgsning

1. Problemet fra virkeligheden

Fra en placering pa en 2 meter hgj flad bakke skal en golfbold sendes over en 3 meter hgj haek, der befinder
sig pa bakken 2 meter vaek, og ramme i et hul, der befinder sig 12 meter vaek i hgjde nul.

Hvad er boldens banekurve? Hvilken hgjde har bolden i afstanden 10 meter? Hvornar har bolden hgjden 6
meter? Hvor hgijt nar bolden op? Hvilken retning har bolden i begyndelsen? Hvilken retning har bolden ved
nedslaget?

2. Opstilling af det matematiske problem Laengde x Hgjde y Retning v
Vi opstiller en tabel over leengde x og hgjde y. 0 2 ?
Tabellens gyldighedsomrade 2 5
(definitionsmangde) antages at vaere 0<x<12. 12 0 ?

10 ? ?

? 6

3. Losning af det matematiske problem

Pa TI1-82 indlaegges x-tal og y-tal som listerne L1 og L2. Med 3 talpar veelges kvadratisk regression (et
2.grads polynomium), der giver formlen y= -0.167x"2+1.833x +2, som indleegges som y1.Herefter besvares
de stillede spargsmal ved brug af ligningsskemaer og grafisk afleesning. Y-tal bestemmes med ’Trace’. X-tal
bestemmes med ’Calc Intersection’. Maximum med ’Calc Maximum’, stejlhed med ’Calc dy/dx’.

For at finde boldens retning hhv. i begyndelsen, ved nedslaget, i afstanden 10 meter og i hgjden 6 meter,

beregnes stejlhedstallet dy/dx i hhv. x = 0, x = 12, og x = 10. Herefter kan vinklen v bestemmes af ligningen
tan v = dy/dx.

1=-A67n e+l . BEE0+E

=

-

\ Inkterseckion
n=in e -k = ¥=B

<

/_'_,_,.,-'—'_‘—\-\.\_\_‘
Inkersection Haxirun _4
n=H =B n=E.488 Y70z Juidx=-1.F
y=? |y=yl Xx=? |y=vyl ymax=? |y=yl v=7? |tanv=dyldx
x=10 |y =y1(10) = 3.667 y =6 | Math solver Calc maximum giver x =12 |tanv =-2.167
Test | Grafisk aflesning 0=yl-6 y=7.042ved x=5.5 v=tan-1(-2.167)
med Trace x=10 giverx=30gx =8 Test dy/dx =0 ved x=5.5 Vv =-65.2
giver y=3.67 Testl |yl1(3)=6,y1(8)=6
Test2 | Grafisk afleesning v=7? |tanv=dy/dx v=7? |tanv=dyldx
med y2=6 giver X x=0 |tanv=1.833 x=10 |tanv=-15
=3098 v = tan-1(1.833) v = tan-1(-1.5)
(Calc intersection) v=614 v =-56.3

4. Lgsning af problemet fra virkeligheden

Boldens banekurve er en parabel. | afstanden 10 meter har bolden hgjden 3.667m. Bolden har hgjden 6 meter
i afstanden x = 3 og x =8. Bolden nar hgjst op i hgjden y = 7.04m. boldens retning hhv. i begyndelsen, ved
nedslaget, i afstanden 10 meter er hhv. 61.4 grader, -65.2 grader og -56.3 grader.

HF C-projekter, v. C0315 10 Allan.Tarp@MATHeCADEMY .net



7. Projekt Indsamling, Lafferkurve

Problemstilling: Hvordan kan man optimere udbyttet af en indsamling?
En matematisk model:

Matematik | Problem | — | Lasning
Virkelighed | Problem | | Lasning

1. Problemet fra virkeligheden

Vi gnsker at indsamle et belgb til Operation Dagsvark blandt skolens 500 elever ved at salge billetter til en
fast pris. Hvilken af falgende tre indsamlingsmodeller giver det stgrste bidrag:

A) Vi undlader markedsfgring. B) Vi foretager markedsfgring. C) Vi foretager markedsfaring og udskriver et lotteri.

2. Opstilling af det matematiske problem
Efterspgrgslen Y1 vil afhaenge af den fastsatte pris x. Det indsamlede belgb vil da veere Y2 = Y1*x.

3. Lagsning af det matematiske problem

Model A. Vi antager, at alle 500 kunder vil kabe en billet ved prisen 0 kr, at ingen vil give over 40 kr, og at
efterspargselen falder hurtigt sa kun 100 kunder vil give 20 kr.

Eftersporgselskurve: 3 datasat, dvs. 2 grads polynomium. ’QuadReg’ giver Y1 =.375%*x"2 —27.5*x + 500

Efterspargselstabel Efterspargselskurve Laffer-indkomstkurve og maksimum

L1 L& L= £

oo | Eggaog |
c oo | Lo, 00

Haxirmurm
Lty = NEL1E 0P wenn Y SEEAROPE

Test: Calc dy/dx = 01 x =12.07. dy/dx = stigningstallet

Model B. Vi antager, at en markedsfaring vil bevirke, at alle 500 kunder vil kabe en billet ved prisen 0 kr, at
ingen vil give over 40 kr, og at efterspgrgselen falder jevnt.
Eftersporgselskurve: 2 datasat, dvs. 1 grads polynomium. *LinReg’ giver Y1 =-12.5*x + 500

Efterspargselstabel Efterspargselskurve Laffer-indkomstkurve og maksimum
L Lz L= z
g | Egong |
Yir, ()
Haxiriurm
Lzt = e ¥=E0in

Model C. Vi laver en markedsfering af et lotteri med 1 hovedpraeemie 500 kr og 3 sidepreemier pa 200 kr. Vi
antager, at dette vil bevirke, at alle 500 kunder vil kagbe en billet ved prisen 0 kr, at 480 kunder vil give 10 kr,
400 kunder vil give 20 kr, 200 kunder vil give 30 kr og 100 kunder vil give 40 kr. Efterspgrgselskurve: 4
dataset, dvs. 3 grads polynomium. ‘CubicReg’ giver Y1 =0.013*x"3 —0.933*x"2 + 6*x +500

Efterspargselstabel Efterspargselskurve Laffer-indkomstkurve og maksimum

L1 L& L= £
ogon | Eggog |

100000 | YEO, 00
LRI L TR
R LU %

Haxirmurm
LzEr = i g ey g o i |-

4. Lgsning af problemet fra virkeligheden

Indsamling uden markedsfaring vil give en indkomst pa 2688 kr ved en billetpris pa 12 kr

Markedsfaring uden lotteri vil give en indkomst pa 5000 kr ved en billetpris pa 20 kr.

Markedsfgring med lotteri vil give en indkomst pa 7034 — (500 + 3*200) = 5934 kr ved en billetpris pa 21 kr.
Lafferkurven bruges som argument for, at skatteindkomsten godt kan gges hvis skatteprocenten sattes ned.
Efterspargselskurven forteeller da, at med voksende skatteprocent vil andelen af sort arbejde stige.
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8. Projekt Kgrsel

Problemstilling: Hvor langt og hvordan kerte Peter?
En matematisk model:

Matematik | Problem | — | Lasning
Virkelighed | Problem | | Lgsning

1. Problemet fra virkeligheden

Ved karsel svarer hastigheden 100 km/t til 200*1000/(60*60) = 27.8 m/s.. Under Peters karsel blev
hastigheden mélt hvert 5’te sekund til hhv. 10m/s, 30m/s, 20m/s, 40m/s og 15m/s. Hvornar begyndte og
sluttede karslen? Hvad var farten efter 12sekunder? Hvornar var farten 25m/s? Hvornar blev der accelereret?
Hvornar blev der bremset? Hvad var den maksimale fart? Hvor mange meter kartes der | de forskellige
5sekunders intervaller? Hvad var accelerationen i begyndelsen af disse intervaller. Hvor langt kartes | alt?

2. Opstilling af det matematiske problem Tid x sek Farty m/s
Vi opstiller en tabel over tid x og fart y. 5 10
Tabellens gyldighedsomrade (definitionsmangde) 10 30
antages at vaere 0<x<30. 15 20

20 40

25 15

3. Losning af det matematiske problem

Pa T1-82 indlaegges x-tal og y-tal som listerne L1 og L2. Med 5 talpar vaelges kvartisk regression (et 4.grads
polynomium med en 3-dobbelt parabel), der giver formlen y = -0.009x"4+0.53x"3-10.875x"2+91.25x -235,
som indlagges pa y1. Herefter besvares de stillede spgrgsmal ved ligningsskemaer og grafisk aflaesning.
Start- og sluttidspunkt findes med *Calc Zero’. Y-tal bestemmes med *Trace’. X-tal bestemmes med *Calc

Intersection’. Maximum og minimum med ’Calc Maximum/Minimum’. Det samlede meter-tal fas ved at
opsummere m/s*s = [yldx. Acceleration fas som stejlhed med *Calc dy/dx’.

1= 008 Y+ Exn 3+ -10.H.

I’|" Ny
T Interseckion
n=tHE0 n=h.izl

=0 frich PPy Ll o | T Yozt

Hiniraun

HedbehE o W=10.000 L SFix1dx=114.688 dutdus -3.2E
y=?|y=yl x=7? |y=yl ymax="? y=yl
x=12 |y =y1(12) = 3.667 y =25 | Math solver 0 =y1 - 25 Calc maximum
Test | Grafisk aflaesning giver x =6.12 og ... Givery = 7.042
med Trace x = 12 Testl |y1(3)=6,y1(8)=6 vedx=55
givery = 23.216 Test2 | Grafisk aflesning med 2=25 Test dy/dx =0
giver x = 6.12, 11.44,16.86 og vedx =55
24.47 (Calc intersection)

4. Lgsning af problemet fra virkeligheden

Karslen begyndte efter 4.50 sek og sluttede efter 25.62 sek. Efter 12sekunder var farten 23.2 m/s. Farten var
25m/s efter 6.12 sek, 11.44 sek, 16.86 sek og 24.47 sek. Der blev accelereret i tids-intervallerne (4.50; 8.19)
0g (14.24; 21.74). Der blev bremset i tids-intervallerne (8.19;14.24) og (21.74;25.62).

Max-fart var 44.28 m/s = 159 km/t. efter 21.7 sek. | de forskellige tids-intervaller (5;10), (10;15), (15;20) og
(20;25) kartes der hhv. 142.8 m, 114.7 m, 142.8 m og 189.7 m. Accelerationen i begyndelsen af disse
intervaller var hhv. 17.75, -3.25, 1.25, 4.25, -21.25 m/s"2. | alt kertes der 597.4 m.
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9. Projekt Overtagelsesforsgag

Problemstilling: Hvor meget kostede et overtagelsesforsgg?
En matematisk model:

Matematik | Problem | — | Lgsning
Virkelighed | Problem | | Lasning

1. Problemet fra virkeligheden

Selskab A forsgger at overtage selskab B ved at opkgbe 1B-aktie pr. dag i 30 dage. B-aktien svinger i kurs
og var 50, 80, 40 og 90 efter hhv. 0, 10, 20 og 30 dage. Hvad var kursen efter 4 dage? Hvornar var kursen 70
Kkr? Hvornar stiger kursen? Hvornar falder kursen? Hvornar topper og bunder kursen? Hvor mange Kkr.
brugtes der | de forskellige 10 dages intervaller? Hvad var kursstigningen i begyndelsen af disse intervaller.

2. Opstilling af det matematiske problem Tid x dage Kgb y Kkr/dag
Vi opstiller en tabel over tid x og keb y, som 0 50
svarer til kursen pa 1 B-aktie. 10 80
Tabellens gyldighedsomrade 20 40
(definitionsmaengde) antages at veere 0<x<31. 340 970

? 70

3. Lasning af det matematiske problem

Pa TI1-82 indlaegges x-tal og y-tal som listerne L1 og L2. Med 4 talpar veelges kubisk regression (et 3.grads
polynomium med en dobbelt-parabel), der giver formlen y = 0.027x"3 — 1.150x"2 + 11.8333x + 50, som
indleegges som y1. Test med Trace og StatPlot. De stillede spargsmal besvares ved brug af formelskemaer og
grafisk aflaesning. Y-tal bestemmes med ’Trace’. X-tal bestemmes med *Calc Intersection’. Maximum og
minimum med ’Calc Maximum/Minimum’. Det samlede Kkr-tal fas ved at opsummere X (Kkr/dag)*dag =
[Y1*dx, der beregnes med *Calc [f(x)dx’ da Y1 = f(x). Kursstigningen fis som stejlhed med *Calc dy/dx’.

1=0ErnEe -1 A5 z+11.8 Xl‘

S

Inkerseckion
bk e |

Y=ri

WY e L TEE0LBR

2N

-

Haximun
P P - Iy L -3 : [ SECxadx=E0Y.117 Ay dx= 1P BT e
y=? |y=yl x=? |y=yl ymax=? |y=yl
x=4 |y=yl(4) =80.64 y = 70 | Grafisk afleesning med y2=70 Calc maximum
Test | Grafisk aflaesning giverx=2.1,12.6 0928 5 Giver y = 85.69
med Trace X =4 (Calc intersection) ved X =6.72
giver y = 80.64 Test | Math solver 0 =yl - 70 Test dy/dx = 0
giver x =2.1 og ... ved X = 6.72

4. Lgsning af problemet fra virkeligheden

Efter 4 dage var kursen 80.66. Kursen var 70 efter 2.1, 12.7 og 27.8 dage. Kursen stiger i tids-intervallerne
(0; 6.7) og (21.6; 30). Kursen falder i tids-intervallet (6.7; 21.6). Kursen topper med 85.8 ved x = 6.7. Kursen
bunder med 41.1 ved x = 21.6. | de forskellige tids-intervaller (0;10), (10;20) og (20;30) kebtes for hhv.
775.8, 604.1 0og 562.4 Kkr. | alt kabtes for 1942 Kkr.

Kursstigningen i begyndelsen af disse intervaller var hhv. 11.8, -3.1, -1.8 og 15.7 Kkr/dag.
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10. Projekt Opsparing og Pension

Problemstilling: Hvor meget pension kan en opsparing give?
En matematisk model:

Matematik | Problem | — | Lasning
Virkelighed | Problem | | Lasning

1. Problemet fra virkeligheden

Ved en opsparing indskydes et fast opsparingsbelgb hver maned pa en bankkonto.

Nar opsparingen afsluttes, kan opsparingen bruges til at udbetale et fast pensionsbelgh hver maned fra
bankkontoen. Hvad er forholdet mellem det manedlige opsparingsbelgb og pensionshelgh?

2. Opstilling af det matematiske problem

Ved opsparing geelder to formler, den farste geelder for ét enkelt indskud, den anden for manedlige indskud:
1) K = Ko(1+r)n = Ko(1+R). K: slutkapital, Ko: startkapital, r: mdl. rente, R: samlet rente, n antal maneder.
2) K/a = R/r, K: slutkapital, a mdl. indskud, r: mdl. rente, R: samlet rente. #

Vi indskyder 1000 kr./maned i 30 ar. Hvilken manedlig pension kan udbetales i 10 ar?. Renten er 0.4%/md.

3. Losning af det matematiske problem

Farst findes den arlige rente R: 1+R = (1+r)*n = (1+0.004)"12, dvs. R = 1.049 —1 = 0.049 = 4.9% per ar.
Sa findes den samlede 30arige rente R: 1+R = (1+r)"n = (1+0.004)"(30*12) = 4.209.

Dvs. R =4.209-1 = 3.209 = 321%.

Den rene rente er 30%12*0.4% = 144%. Dvs. rentes rente er 321% - 144% = 177%.

Med a = 1000, r = 0.4% bliver opsparingen efter 360 indskud K = a*R/r = 1000*3.209/0.004 = 802147.
Efter 30 ar er eget bidraget 1000*360 = 360000. Rentebidraget er 802147 —360000 = 442147.

Vi beregner opsparingen efter 10, 20 og 30 ar:

Maneder 120 240 360

Opsparing 153632 401675 802147

Skal opsparingen udbetales som pension over 10 ar, benyttes to konti.

Pa konto 1 er opsparingen til forrentning, og vokser da pa 10 ar til K = 802147*(1+0.004)"120 = 1295089.
Pa konto 2 laves en "negativ opsparing’, hvor der manedlig udbetales et fast belgb a, og hvor de to konti skal
balancere efter 10 ar: K = a*R/r = a*(1.0047120 —1) / 0.004 = 1295089.

Lases denne ligning fas a = 8430.

Forholdet mellem udbetaling og indbetaling er da (10*12*8430)/(30*12*1000) = 2.8.

Gentages beregningerne med en manedlig rente pa 0.3% og 0.5% fas:

Mdl. rente | Arlig rente |  Opsparet belgb Manedlig pension Forhold mellem ud- og indbetaling
0.3% 3.7% 646640 6425 (10*12*6425)/( 30*12*1000) = 2.1
0.4% 4.9% 802147 8430 (10*12*8430)/( 30*12*1000) = 2.8
0.5% 6.2% 1004515 11152 (10*12*11152)/( 30*12*1000) = 3.7

4. Lgsning af problemet fra virkeligheden

Ved en opsparing indskydes et fast opsparingsbelgb hver maned pa en bankkonto. Kontoen vokser, fordi der
hver maned tilfares tre belgb: et nyt indskud, rente af det samlede indskud, samt rente af de tilskrevne renter
(rentes rente).

Nar opsparingen afsluttes, fortsatter den med at vokse, dog bliver det manedlige indskud erstattet af en
manedlig udbetaling, pension. Med et manedligt indskud pa kr. 1000 i 30 ar kan det hvert maned udbetales
kr. 8430 i 10 ar. Med en manedlig rente pa hhv. 0.3%, 0.4% og 0.5% udbetales hhv. 2.1, 2.8 og 3.7 gange
mere end der indbetales. Dog kan prisstigninger i den 40arige periode, inflation, nedsette denne faktor.

# Bevis for opsparingsformlen ved konstant indskud pa a kr og rente r%:

Pa konto 1 indsettes a/r, den arlige rente a/r*r = a overfares til konto 2 som fast arligt indskud a sammen med
arlig rente til begge konti. Konto 2 vil da indeholde dels en opsparing K, dels den samlede rente R af a/r, altsa
a/r*R. Dvs. K = a/r*R eller K/a = R/r.
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