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1. Projekt Afstandsbestemmelse

Problem fra virkeligheden
Vi gnsker at bestemme afstanden fra en basislinie AC til et utilgengeligt punkt B

1. Udmal en basislinie AC og sigtevinklerne til B fra A og C.

2. Oplist de begreber, der skal bruges til at beskrive problemet matematisk, og anfar hver gang en
preecis definition af begrebet.

3. Oplist de formler, der skal bruges til at beregne de gvrige stykker i trekant ABC, samt hgjden h.
4. Beregn vinkel B.

5. Beregn siden AB.

6. Beregn siden CB.

7. Beregn hgjden h samt siden AD, hvor D er det punkt pa AC, som har mindst afstand til C.

8. Konkluder, og lav er rapport, som kan bruges til mundtlig eksamen.

9. Skitser et bevis til en af de brugte formler.

2. Projekt Prognoser

Problem fra virkeligheden

Vi gnsker at beregne to fremtidige vaerdier for en formue, der vokser med konstant veekst: Nar
formuen efter 2 og 5 maneder er hhv. 10 og 30 enheder, hvad vil den da vere efter 8 maneder, og
hvornar vil den veere 60 eneheder?

1. Opstil en tabel med de givne oplysninger.

2. Oplist de begreber, der skal bruges til at beskrive problemet matematisk, og anfer hver gang en
preecis definition af begrebet.

3. Oplist de formler, der skal bruges til at beregne de to gnskede veerdier

4. Opstil en linezer model for vaeksten og brug den til at besvare de to spgrgsmal algebraisk og
geometrisk.

5. Opstil en eksponentiel model for vaeksten og brug den til at besvare de to spgrgsmal algebraisk
0g geometrisk.

6. Opstil en potensmodel for veeksten og brug den til at besvare de to spargsmal algebraisk og
geometrisk.

7. Konkluder, og lav er rapport, som kan bruges til eksamen.

8. Skitser et bevis til en af de brugte formler.

3. Projekt Lejemal

Problem fra virkeligheden
Vi gnsker at sammenligne to forskellige lejemal: Hos A er lejeprisen 40kr fast plus 3.2 kr/dag. Hos
B er lejeprisen 60kr fast plus 2.5 kr/dag

1. Opstil en tabel med de givne oplysninger.

2. Oplist de begreber, der skal bruges til at beskrive problemet matematisk, og anfar hver gang en
preecis definition af begrebet.

3. Oplist de formler, der skal bruges til at beregne de to gnskede veerdier.

4. Opstil en linezer model for vaeksten og brug den til at besvare de to spgrgsmal algebraisk og
geometrisk.

5. Konkluder, og lav er rapport, som kan bruges til eksamen.

6. Skitser et bevis til en af de brugte formler.

4. Projekt Opsparing og Pension

Problem fra virkeligheden
Vi gnsker at finde den manedlige pension over 10 ar, som kan kommer fra en opsparing pa 1000
kr. hver maned i 30 ar. Renten er 0.4% pr. md.

1. Opstil en tabel med de givne oplysninger.
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2. Oplist de begreber, der skal bruges til at beskrive problemet matematisk, og anfar hver gang en
preecis definition af begrebet.

3. Oplist de formler, der skal bruges til at beregne de to gnskede veerdier.

4. Opstil en model for opsparingen og bestem algebraisk og geometrisk den opsparede kapital efter
30 ar.

5. Opstil en model for pensionsudbetalingen og bestem algebraisk og geometrisk den manedlige
pension over 10 ar.

6. Bestem forholdet mellem det indskudte og det udtagne belgb.

7. Gentag beregningerne med en manedlig rente pa 0.3% og 0.5%.

8. Konkluder, og lav er rapport, som kan bruges til eksamen.

9. Skitser et bevis til en af de brugte formler.

5. Projekt Prisdannelse, Udbud og Efterspgrgsel

Problem fra virkeligheden

For en given vare kendes varens udbudskurve og efterspgrgselskurve. Dvs. vi kender
sammenhangen mellem varens pris, og den udbudte og efterspurgte varemangde. Hvis udbud er
starre end efterspargsel ma prisen senkes for at gge efterspargselen og senke udbuddet. Hvis
udbud er mindre end efterspargsel ma prisen gges for at senke efterspgrgselen og gge udbuddet.
Ligevegtsprisen opstar derfor hvor udbud er lig med efterspgrgsel.

Vi gnsker at finde ligeveegtsprisen hvis en pris pa 2 kr., 4 kr. og 6 kr. med farere et udbud pa hhv.
40, 60 og 75 enheder samt en efterspgrgsel pa hhv. 80, 50 og 30 enheder.

1. Opstil en tabel med de givne oplysninger.

2. Oplist de begreber, der skal bruges til at beskrive problemet matematisk, og anfer hver gang en
preecis definition af begrebet.

3. Oplist de formler, der skal bruges til at beregne ligevagtsprisen.

4. Opstil ud fra priserne 2 og 4 en lineer model for udbud og efterspargsel, og bestem
ligeveegtsprisen algebraisk og geometrisk.

5. Opstil ud fra priserne 2, 4 og 6 en kvadratisk model for udbud og efterspergsel, og bestem

6. Konkluder, og lav er rapport, som kan bruges til eksamen.

7. Skitser et bevis til en af de brugte formler.

6. Projekt Indsamling, Lafferkurve

Problem fra virkeligheden

Vi gnsker at indsamle et belgb til Operation Dagsveerk blandt skolens 500 elever ved at s&lge
billetter til en fast pris. Hvilken af fglgende tre indsamlingsmader giver det starste bidrag?

A. Uden markedsfaring. Vi antager, at alle 500 kunder vil kabe en billet ved prisen 0 kr, at ingen vil
give over 40 kr, og at efterspargslen falder hurtigt, s kun 100 kunder vil give 20 kr.

B. Med markedsfering. Vi antager, at alle 500 kunder vil kabe en billet ved prisen 0 kr, at ingen vil
give over 40 kr, og at efterspargslen falder jeevnt.

C. Med lotteri med 1 hovedpraemie pa 500 kr og 3 sidepreemier pa 200 kr. Et spgrgeskema med
speargsmalet "hvad vil du maksimalt betale?’ viser, at alle 500 kunder vil kabe en billet ved prisen 0
kr, at 480 kunder vil give 10 kr, 400 kunder vil give 20 kr, 200 kunder vil give 30 kr og 100 kunder
vil give 40 kr.

1. Opstil en tabel med de givne oplysninger for hver af de tre mader.

2. Oplist de begreber, der skal bruges til at beskrive problemet matematisk, og anfgr hver gang en
preecis definition af begrebet.

3. Oplist de formler, der skal bruges til at besvare spargsmalet.

4. Opstil ud fra alternativ A en kvadratisk model for efterspargslen og besvar spgrgsmalet bade
algebraisk og geometrisk.

5. Opstil ud fra alternativ B en linezer model for efterspgrgslen og besvar spgrgsmalet bade
algebraisk og geometrisk.
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6. Opstil ud fra alternativ C en kubisk model for efterspgrgslen og besvar spargsmalet bade
algebraisk og geometrisk.

7. Konkluder, og lav er rapport, som kan bruges til eksamen.

8. Skitser et bevis til en af de brugte formler.

7. Projekt Kursudvikling

Problem fra virkeligheden

Vi gnsker at forudsige to fremtidige verdier for en kurs pa baggrund af 3 dataszt: Nar kursen efter
2,5 0g 7 uger er hhv. 40, 67 og 55, hvad vil den da veere efter 10 uger, hvornar vil den veere 60, og
hvornar vil den toppe og bunde?

Senere gnsker vi at forudsige de to fremtidige veerdier for en kurs pa baggrund af 4 dataseet: Nar
kursen efter 2, 5, 7 og 9 uger er hhv. 40, 67, 55 og 60, hvad vil den da veere efter 10 uger, hvornar
vil den vere 63, og hvornar vil den toppe og bunde?

1. Opstil en tabel med de givne oplysninger.

2. Oplist de begreber, der skal bruges til at beskrive problemet matematisk, og anfer hver gang en
preecis definition af begrebet.

3. Oplist de formler, der skal bruges til at beregne de to gnskede veerdier.

4. Opstil en kvadratisk model for kursen og brug den til at besvare de to spgrgsmal algebraisk og
geometrisk.

5. Opstil en kubisk model for kubisk og brug den til at besvare de to spgrgsmal algebraisk og
geometrisk.

6. Konkluder, og lav er rapport, som kan bruges til eksamen.

7. Skitser et bevis til en af de brugte formler.

8. Projekt Linezer Programmering

Problem fra virkeligheden

Vi gnsker at bestemme det varemix, som giver stgrst overskud i en markedsbod, som salger @l og
vand. Der kan investeres op til 1200 kr. i max 10 kasser gl og max 15 kasser vand. | abningstiden
kan szlges max 21 kasser. Indkgbsprisen og salgsprisen er hhv. 25 kr. og 80 kr. pr. kasse vand og
100 kr. og 120 kr. pr. kasse ol.

1. Opstil en tabel med de givne oplysninger.

2. Oplist de begreber, der skal bruges til at beskrive problemet matematisk, og anfer hver gang en
preecis definition af begrebet.

3. Oplist de formler, der skal bruges til at beregne de to gnskede veerdier.

4. Beskriv begransningen i varemangden algebraisk og geometrisk.

5. Beskriv begransningen i kapitalen algebraisk og geometrisk.

6. Beskriv begreensningen i arbejdskraften algebraisk og geometrisk.

7. Opstil en formel for overskuddet D, og illustrer du mulige varemix der svarer til et overskud pa
hhv. 0 kr. og 600 kr.

8. Find det hjgrne i begraensningsomradet, som giver det starste overskud.

9. Konkluder, og lav er rapport, som kan bruges til eksamen.

10. Skitser et bevis til en af de brugte formler.

9. Projekt Kolindsund

Problem fra virkeligheden

Vi gnsker at bestemme hvor meget vand, der arligt lgber ud i Kolindsund. Pumpemesteren oplyser,
at der arligt bortpumpes 50 mio. kubikmeter vand via kanlerne. Dette vand kommer dels fra kilder,
dels fra uteette deemninger i kanalerne. Pumpemesteren oplyser, at vandet skal udpumpes 5 gange,
for det er vaek.

Vi antager, at vi kan stoppe kilderne, og at kanalerne er tomme. Vi gnsker nu at bestemme
vandmangden i Kolindsund, som vi setter til 100. Vi antager, at vi pumper al vandet op i
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kanalerne. Vi antager at procentdelen r lgber tilbage til Kolindsund, dvs. procentdelen 1-r forsvinder
til havet.

1. Vis, at der efter femte bortpumpning lgber r*5*100 tilbage til Kolindsund.

2. Vandet betragtes som pumpet vaek, nar kun 5% lgber tilbage. Vis, at dette betyder at r = 54.9%.
3. Vis at ved 2. pumpegang er vandmangden 100*0.549, hvoraf 100*0.549*0.549 = 100*0,549"2
lgber tilbage.

4. Vis at den samlede vandmangde ved de farste fem pumpegange er 210.7 (2.107 kaldes
multiplikator).

5. Vis, at dette betyder, at der fra kilderne er tilfgrt 23.7 kbm. Vand arligt.

6. Konkluder, og lav er rapport, som kan bruges til eksamen.

7. Skitser et bevis til en af de brugte formler.

8. Kredslgbet mellem Kolindsund og kanalerne svarer til pengekredslgbet mellem virksomheder og
husholdninger, som dreenes af fralgb til opsparing og skat, der dog igen giver tillgb i form af
investeringer og overfgrselsindkomster.

10. Projekt Vinkarton

Problem fra virkeligheden

Vi gnsker at bestemme hvordan en 3 liters vinkarton skal dimensioneres for at minimere kartonen.
Vi antager, at vinkartonen bestaende af 5 sider med tilhgrende flapper med en hgjde der er
halvdelen af den korteste side.

1. Lav en skitse af den udfoldede vinkarton og beskriv sideleengderne med x, y og z.
2. Vis at den brugte kartonmangde kan beregnes af formlen K = (x+2-2/2)*(3y+2z)

. : 21 72 . .
3. Visat hvis y er det halve af x, er K = 1.5x"2 + < F besvar spagrgsmalet algebraisk og

X/\4 1
geometrisk.
4. Besvar spgrgsmalet algebraisk og geometrisk, hvis y er lig med x
5. Besvar spgrgsmalet algebraisk og geometrisk, hvis y er dobbelt sa stor som x.
6. Konkluder, og lav er rapport, som kan bruges til eksamen.
7. Skitser et bevis til en af de brugte formler.

11. Projekt Kgrsel

Problem fra virkeligheden
Vi gnsker at bestemme en raekke egenskaber ved Peters karsel, hvor farten blev malt hvert 5’te
sekund til hhv. 10m/s, 30m/s, 20m/s, 40m/s og 15m/s.

1. Opstil en tabel med de givne oplysninger.

2. Oplist de begreber, der skal bruges til at beskrive problemet matematisk, og anfgr hver gang en
preecis definition af begrebet.

3. Oplist de formler, der skal bruges til at beregne de gnskede verdier.
4. Opstil en model med et fjerdegradspolynomium for Peters karsel.
Besvar falgende spergsmal bade algebraisk og geometrisk

5. Hvornar begyndte og sluttede karslen?

6. Hvad var farten efter 12sekunder?

7. Hvornar var farten 25m/s?

8. Hvornar blev der accelereret?

9. Hvornar blev der bremset?

10. Hvad var den maksimale fart?

11. Hvor mange meter kartes der i de forskellige 5sekunders intervaller?
12. Hvad var accelerationen i begyndelsen af disse intervaller?

13. Hvor langt kertes i alt?

14. Konkluder, og lav er rapport, som kan bruges til eksamen.

15. Skitser et bevis til en af de brugte formler.
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12. Projekt Newton spiller golf

Problem fra virkeligheden

Newton og hans ven bispen star pa kanten af taget pa Newtons flade hus. Husets kant befinder sig 7.5 meter
ude og tagets hgjde er 3 m. Vi gnsker at bestemme om Newton kan ramme et golf-hul 40 meter ude ved at
sende kuglens afsted med en lodret og vandret hastighed pa hhv. 10 m/s og 15 m/s.

1. Indlzg et koordinatsystem, sa Newtons bold er i punktet (x,y) = (7.5,3), og golfhullet i (40,0).

2. Oplist de begreber, der kan beskrive problemet matematisk, og anfar en precis definition af begreberne.
3. Vis, at den vandrette med konstant hastighed kan bekrives af formlen x = xo + vo*t, hvor t angiver tiden,
0g X0 0g Vo angiver stedet og hastigheden til tiden 0, og hvor v=x’.

4. Vis at formlen for den vandrette bevaegelse i dette tilfelde kan omformes til t = (x — 7.5)/10,

5. Den lodrette beveegelse har konstant acceleration. Vis at den lodrette beveegelse kan bekrives af formlen y
= yo + wo*t + ¥2*a*t"2, hvor a angiver tyngdeaccelerationen -9.82 m/s"2, og t angiver tiden, og yo og wo
angiver stedet og hastigheden til tiden 0, og hvora=w’ ogw =y’.

6. Vis at formlen for den lodrette beveaegelse i dette tilfeelde er y = 3 + 15*t — 4.91*t"2 ,

7. Vis at de to formler kan sammensettes til formlen y = -0.049 x"2 + 2.235x — 11.001

8. Hvor rammer golfkuglen jordoverfladen? Besvar spargsmal bade algebraisk og geometrisk

9. Konkluder, og lav er rapport, som kan bruges til eksamen.

10. Skitser et bevis til en af de brugte formler.

13. Projekt Spilteori

Problem fra virkeligheden

Vi gnsker at radgive to spillere A og B med strategivalg i et 2x2 NulSum spil, hvor det galder, at hvad A
vinder, taber B og modsat. A veelger mellem strategierne al og a2, og modtager udbyttet 5 eller -5 hvis B
veaelger strategien b1, og 0 og 10 hvis B velger strategien b2. For at optimere gevinsten valger begge spillere
at blande deres strategier pa tilfeeldig made, sa A vaelger al med veegten x, og B veelger bl med vaegten y.

. Opstil spillets udbyttetavle, som viser de belgb, B skal betale til A

. Oplist de begreber, der kan beskrive problemet matematisk, og anfar en pracis definition af begreberne.
. Vis, at hvis B veelger b1, vil A’s udbytte veere U(x,1) = 10x — 5. Hvad skal A da vealge?

. Vis, at hvis B vaelger b2, vil A’s udbytte veere U(x,0) = 10 — 10x. Hvad skal A da veelge?

. Find den vagt x, som gar de to U-tal ens. Hvad er U-tallet da?

. Vis, at hvis A veelger al, vil A’s udbytte veere U(1,y) = 5y. Hvad skal B da veelge?

. Vis, at hvis A veelger a2, vil A’s udbytte veere U(0,y) = -15*y + 10. Hvad skal B da velge?

. Find den vaegt y, som ger de to U-tal ens. Hvad er U-tallet da?

. Hvis B veegter bl med % tilfeldigt (hvordan?), hvad er da A’s udbytte? Hvad skal A vaelge?

10. Hvis A vaegter bl med % tilfeeldigt (hvordan?), hvad er da A’s udbytte? Hvad skal B valge?

11. Konkluder, og lav er rapport, som kan bruges til eksamen.

12. Skitser et bevis til en af de brugte formler.

13. Vis, at hvis B vagter bl med y, og A vagter al med x, sa vil A’s udbytte vere

U(x,y) = -10*x — 15*y + 20*x*y + 10.

14. Byg en geometrisk model med piberensere i en skotgjseeske. Hvorfor hedder fladen en saddelflade?
15. Gentag opgaven, hvor udbytte tallene (5, -5, 0, 10) &ndres til (5, 15, 0, 10).

O©CoOoO~NOoO Uk, WN PR

14. Projekt Statistik

Problem fra virkeligheden
Fra et spgrgeskema er udtaget to spgrgsmal, hvor fglgende svar blev givet:

Hvor mange bgrn har din mor fgdt? 4,1, 2,3,4,2,3,1,2,3,2,2,2,3,1,1,2,2,3,1,3,2,2,2,2,3,1, 2, 2,
2,2,1,2,2,1,2,2,1,4,1,4,5,2,2,3,3,1,2, 2, 2,

Hvor langt har du til skole? 5, 25, 17, 8,16, 1,7, 18,1, 2,17,2,5, 2,1, 5, 14, 10, 5, 28, 4, 29, 18, 12, 3, 5, 8,
10, 4, 16, 19, 21, 4, 11, 10, 11, 20, 21, 4, 3, 25, 10, 21, 5, 20, 10, 5, 15, 2, 15,

Vi gnsker at sammenfatte de mange tal til 2-3 tal, som beskriver tallenes midte og variation.

1. Spergsmal 1: Opstil de indsamlede data i en hyppighedstabel.

2. Oplist de begreber, der kan beskrive problemet matematisk, og anfar en precis definition af begreberne.
3. Beregn frekvenser og opsummerede frekvenser.

4. Find talmaterialets kvartilseet, og oversat det til journalist-sprog efter at have tegnet et boksplot.
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5. Find talmaterialets middeltal, og oversat dette til journalist-sprog.

6. Spargsmal 2: Grupper de indsamlede data og opstil en hyppighedstabel.

7. Oplist de begreber, der kan beskrive problemet matematisk, og anfar en praecis definition af begreberne.
8. Beregn frekvenser og opsummerede frekvenser.

9. Find talmaterialets kvartilset, og overset det til journalist-sprog efter at have tegnet et boksplot.

10. Find talmaterialets middeltal, og oversaet dette til journalist-sprog.

11. Konkluder, og lav er rapport, som kan bruges til eksamen.

15. Projekt Forskelsvurdering

Problem fra virkeligheden

Et spargeskema har stillet to spgrgsmal, et om ken (A: pige og B: dreng), og et om graden af enighed til et
udsagn ved at veelge mellem 5 alternativer (meget uenig, uenig, neutral, enig, meget enig). Vi gnsker at
vurdere, om de to ken svarer forskelligt. De indkomne svar var:

(A 4),(B,2),(A 2),(A2),(B,2), (A1), (A?2),(B4), (A 2),(B,2),(A 2),(B,2),(A3)(A1),(B]1I),
(A, 4), (A 3), (B, 2), (B, 4), (A b5), (A 3), (A 2),(B,2), (A 2),(B,2), (A ?3),(B,3).

1. Spargsmal 1: Opstil de indsamlede data i en krydstabel med kan vandret og holdning lodret.

2. Oplist de begreber, der skal bruges til at beskrive problemet matematisk, og anfar hver gang en pracis
definition af begrebet.

3. Tilfgj to kolonner med det totale antal svar i antal og den gennemsnitlige procent for hver af de fem
alternativer.

4. Tilfgj en kolonne for hvert kan med de forventede antal svar, baseret pa gennemsnittet.

5. Tilfej en kolonne for hvert kan til et ki*2-forskelstal beregnet efter formlen:

ki"2 =(observeret - forventet)"2/forventet.

6. Find det samlede ki*2-forskelstal for begge ken tilsammen.

7. Angiv antallet af frihedsgrader, og find den kritiske veerdi pa et 5% signifikansniveau.

8. Konkluder, og lav er rapport, som kan bruges til eksamen.

9. Hvad er konklusionen hvis det samme svarmgnster findes blandt 10 gange sa mange personer?

16. Projekt Hypotesetest

Problem fra virkeligheden

Ved 4 kast med et symmetrisk tetraeder kan resultatet *1° forekomme 0, 1, 2, 3 eller 4 gange med 31.6%
chance for 0 gange. Men er tetraederet symmetrisk, sa gevinstchancen for ler er 25%? Vi udfarer 4-serien 40
gange, og sammenligner vore eksperimentelle data med de teoretiske forventninger for at se, om tetraederet
er symmetrisk.

1. Opstil et teelletree som viser de forskellige udfaldsmuligheder.

2. Anfagr hvor mange gennemlgb der er til de fem forskellige muligheder.

3. Angiv den samlede sandsynlighed for de fem forskellige muligheder, dels som formel dels fundet ved
hjeelp af et CAS-veerktgj.

4. Opret to lister, listel med observerede hyppigheder, og liste2 med 40*TIStat.Binompdf(4,0.25).
5. Opret liste3 med forskels-tallene (ki*2-tallene) beregnet som (listel-list2)"2/list2,

da kin2 = X(To-Te)"2/Te.

6. Beregn summen af tallene i liste3.

7. Importer de to lister til formelregnerens Stats/List-editor.

8. Udfar en ki*2 GOF (Goodness of Fit) test, som viser de enkelte og det samlede ki*2 tal.

12. Kan vi acceptere hypotesen *sandsynligheden for udfaldet 1 er 25%?

13. Hvad ville konklusionen veaere hvis det samme svarmgnster med 400 udfarelser i stedet for 40.
14. Konkluder, og lav er rapport, som kan bruges til eksamen.

17. Historisk matematik med beviser

1. Find og bevis en reekke formler fra Antikken, f.eks. fra geometrien. Husk at angive eventuelle antagelser.
2. Find og bevis en raekke formler fra Renassancen, f.eks. fra rentesregning. Husk at angive eventuelle
antagelser.

3. Find og bevis en raekke formler fra den moderne tid, f.eks. fra calculus. Husk at angive eventuelle
antagelser.
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1. Projekt Afstandsbestemmelse

Problemstilling: Hvordan bestemmes afstanden til et utilgeengeligt punkt?
En matematisk model:

Matematik | Problem | — | Lasning
Virkelighed | Problem | | Lasning
1. Problemet fra virkeligheden
Vi gnsker at bestemme afstanden fra en basislinie til et utilgeengeligt punkt. @B
+h
o
A D C

2. Opstilling af det matematiske problem
Fra to kendte punkter A og C pa en basislinie males sigtevinklerne til det ukendte punkt B. Dette giver en
trekant med tre kendte stykker hvoraf de gvrige stykker kan beregnes, specielt hgjden h.

3. Lagsning af det matematiske problem

Farst males vinklerne CAB og ACB samt afstanden fra A til C.

CAB=32,ACB=71,AC=8

Da vi har at gagre med en VinkelSideVinkel-trekant, kan vi bruge sinusrelationerne til at finde siderne AB (c)
og BC (a) samt vinkel B.

B=? |A+B+C=180 a=? |_a_ _ b c=? | _ ¢ _ b
sinA ~ sinB sinC ~ sinB
A=32 |32+B+71=180 A=32 |_a 8 C=71 |_¢c 8
c=71 B=180-32-71 b=8 sin32 ~ sin77 b=8 sin71 ~sin77
B=77 B=77 8*sin32 B=77 8*sin71
= sint7 T 4.351 = sint7 T 7.763
Testl |32+77+71=180 Testl (4351 8 Testl |7.763 8
180 =180 © sin32 ~ sin77 sin71 ~ sin77
8.211=8.210 © 8.210=8.210 ©
Test2 Sqlve(32+B+71=180,B) Test2 Solve( _a__ L 2) Test2 Solve _Cc __ _8 0
Giver B =77 sin32 = sin77’ sin7l sin77’
Givera=4.351 Giver c=7.763

Vi kan nu betragte den retvinklede trekant ADB, hvor vi omdgber D til C for at vi kan bruge formlerne for
en retvinklet trekant

a b
=7 i == =7 ==
a=" sin A c b=" COSA c
B A=32 . a A=32
c=7763 |SIN32=7763 c=7.763 |%032=7763
7.763*sin32 = a 7.763*cos32=b
C=7.763 a=? 4.114=2a 6.583= b
Testl . 4114 Testl _ 6.583
sin32 = 7763 cos 32 = 7763
A b2 (D) C=90 0.530 = 0.530 0.848 = 0.848
- - - Test2 . a Test2 b
Solve(sin 32 = 7763 ,a) Solve(cos 32 = 7763 ,b)
Givera=4.114 Giver b = 6.583

4. Lgsning af problemet fra virkeligheden

Vi har set at afstanden far basislinien AC til det utilgaengelige punkt B er h = 4.11 enheder. Som kontrol kan vi
lokalisere punktet D ved afstanden AD = 6.58 og herefter undersgge, om sigtevinklen ADB er 90 grader.
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2. Projekt Prognoser

Problemstilling: Hvordan kan man opstille prognoser under antagelse af konstant veekst?
En matematisk model:

Matematik | Problem | — | Lasning
Virkelighed | Problem | | Lasning

1. Problemet fra virkeligheden
En formue antages at vokse med konstant vaekst. Ud fra to kendte dataseet gnskes opstillet prognoser for en
fremtidig veerdi, samt for, hvornar en bestemt veerdi nas.

2. Opstilling af det matematiske problem
Vi opstiller en tabel over den hidtidige kursudvikling, hvor x er antal dage og y er kursen

>2< ylzo? 1. Linear vaksty = a*x + b X: +1, y: +a (stigningstallet)

5 30 2. Exponentiel vaekst y = b*a”x X: +1, y: + r% (veekstprocenten, a = 1+r)
8 ? 3. Potens vakst y = b*x"a x: +1%, y: + a% (elasticiteten)

? 60

3. Lasning af det matematiske problem

Farst findes ligningerne for y ved regression. Vi indtaster datasattene i formelregnerens data/matrix-editor.
@nskes en lineer model veelges LinReg

@nskes en eksponentiel model veelges ExpReg

@nskes en potens model valges PowerReg

Lineaer vaekst

Eksponentiel vaekst

Potens vaekst

Fi-] Fe-] F2 F4 FE-| Far [F7-%:
Tools|Zoam|Trace|Redrarh{Hakh)Drqui|Fenf:-

MAIM  DEGAFFROR  FUMC |

Fi-1 Fe=] F2 Fy FEr] Far [FP5:
Tools|2aorm|Trace|Redrarh|Math|braw|Fen):-

MAIN  DEGAPPROH  FUMC |

y=? |y=6.667*x—3.333 y=? |y=4.807*1.442"X y=? |y=4.356*x"1.199
x=8 |yl(x) I x=8 giver y=50 x=8 |yl(x) | x=8 giver y=90 x=8 |yl(x) | x=8 giver y=52.7
Test | Grafisk afleesning giver y=50 Test | Grafisk afleesning giver y = 90 Test | Grafisk afleesning giver y =52.7
(value) (value) (value)
Xx=? |y=6.667*x—3.333 Xx=? |y=4.807*1.442"x x=? |y=4.356*x"1.199
y=60 |60 =(6.667*x)-3.333 y=60 |60=4.807*(1.442"x) =60 | 60 =4.356*(x"1.199)
60 + 3.333 = 6.667*x 60/4.807 = 1.442"x 60/4.356 = x"1.199
63.333/6.667 = x In(60/4.807)/In = x (60/4.356)"(1/1.199) = x
9.5=x 6.89 = x 8.91=x
Testl |60 =6.667*9.5-3.333 Testl |60 =4.807 *1.442"6.89 Testl |60 =4.356*8.91"1.199
60 =60 60 =60 60 =60
Test2 | Solve(60 = y1(x),x) Test2 | Solve(60 = y1(x),x) Test2 | Solve(60 = y1(x),x)
Giverx=9.5 Giver x = 6.89 Giver x =8.91
Test3 | Grafisk afleesning med Test3 | Grafisk afleesning med Test3 | Grafisk afleesning med
y2(x)=60 giver x = 9.5 y2(x)=60 giver x = 6.89 y2(x)=60 giver x = 8.91
(intersection) (intersection) (intersection)

Fi-1 Fe=] F2 Fy FEr] Far [FP5:
Tools|2aorm|Trace|Redrarh|Math|braw|Fen):-

Intersection Intersection Intersection
#i iS5 o, fc 2 6L B9 Joiem, c i, 91338 Joiem,

MAIN  DEGAPPROH  FUMC |

4. Lgsning af problemet fra virkeligheden

Vi har set at vi med regressionsligninger kan opstille prognoseligningen til at forudsige fremtidige veerdier,
samt for, hvornar en bestemt veerdi nas.

De tre set svar er forskellige, da de bygger pa forskellige antagelser.

Lineser vaekst forudsatter at stigningstallet er konstant.

Eksponentiel vaekst forudsaetter at veekstprocenten er konstant.

Potens veekst forudsatter at elasticiteten er konstant.
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3. Projekt Lejemal

Problemstilling: Hvordan sammenlignes to forskellige lejemal?
En matematisk model:

Matematik | Problem | — | Lasning
Virkelighed | Problem | | Lasning

1. Problemet fra virkeligheden

Hos A er lejeprisen 40kr fast plus 3.2 kr/dag.
Hos B er lejeprisen 60kr fast plus 2.5 kr/dag
Hvilket lejemal er billigst?

2. Opstilling af det matematiske problem
Vi oversatter de to lejemal til ligninger

A B
lejeprisen er 40kr fast plus 3.2 kr/dag. lejeprisen er 60kr fast plus 2.5 kr/dag
y =40 + 3.2*%X y =60 + 25*%x

Det matematiske problem er altsa to ligninger med to ubekendte:
Dette problem kan formuleres pa to mader, som at ligningssystem hvor vi samler de ubekendte pa samme
side, eller som en matrix-ligning (matrix: livmoder, stabeform pa latin):

Ligningssystem Matrix-ligning

y - 32*x=40 (1 —3.2)*(x) _(40)

y - 25*x=60 1 -25 y/ —\60

3. Lgsning af det matematiske problem

Lgsning af ligningssystemet Lgsning af Matrix-ligning

Xx=? |y - 32*x=40 X=7? Mv2*V = Mh2

y=? |y - 25*x=60 y="7?
Solve(y-3.2*x=40 and y-2.5*x=60,{x,y}) _(1 —3.2) V = Mv27-1 * Mh2
Giver x =28.57,y=131.4 Mv2=\; 5 : (1 -3.2) A% (40)

Testl |131.4-3.2*28.57 =40 Mh2 = (40) V=11 25)"1" 60
40 =40 © ~\60 V= (28.57)
131.4 - 2.5%28.57 = 60 V= (X) ~\131.4
60 =40 © y

Test 2 | Grafisk aflaesning giver Testl 131.4-3.2%28.57=40
y1(x) = 40 + 3.2 * X 40 =40 ©
y2(x) = 60 + 2.5 * x 131.4 —2.5*%28.57 =60

60 =40 ©
Skaeringspunkt (x,y) = (28.57,131.4) Test 2 (1 -3.2) *(28.57) B (40)
1 -25 131.4) 7 \60
TEHJ:EHTE:JMsr;'uphIr:ust'hlnr'gfuIrfzn B (40 ) _ (40 )
60/~ \60 ©

Intersection
xoiAE. 5714 gci131.4239

4. Lgsning af problemet fra virkeligheden
AT den grafiske aflaesning ses, at
A er billigere end B efter 28 dage, og at
B er billigere end A til og med 28 dage
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4. Projekt Opsparing og Pension
Problemstilling: Hvor meget pension kan en opsparing give?
En matematisk model:

Matematik | Problem | — | Lasning
Virkelighed | Problem | | Lasning

1. Problemet fra virkeligheden

Ved en opsparing indskydes et fast opsparingsbelgb hver maned pa en bankkonto.

Nar opsparingen afsluttes, kan opsparingen bruges til at udbetale et fast pensionsbelgb hver maned fra bankkontoen.
Hvad er forholdet mellem det manedlige opsparingsbelgb og pensionshelgh?

2. Opstilling af det matematiske problem

Ved opsparing geelder to formler, den farste geelder for ét enkelt indskud, den anden for mange manedlige indskud:

1) K = Ko(1+R), 1+R = (1+1)"n, K: slutkapital, Ko: begyndelseskapital, r: mdl. rente, R: samlet rente, n antal maneder.
2) K/a = R/r, K: slutkapital, a mdl. indskud, r: mdl. rente, R: samlet rente. #

Vi opsparer 1000 kr./maned i 30 ar. Hvilken méanedlig pension kan der sa udbetales i 10 ar? Renten er 0.4% pr. md.

3. Lasning af det matematiske problem

Vi finder farst den samlede érlige rente R: 1+R = (1+r)"n = (1+0.004)"12, dvs. R = 1.049 —1 = 0.049 = 4.9% per ar.

Sa findes den samlede 30arige rente R: 1+R = (1+r)"n = (1+0.004)"(30*12) = 4.209. Dvs. R = 4.209-1 = 3.209 = 321%.
Den rene rente er 30*12*0.4% = 144%. Dvs. rentes renten er 321% - 144% = 177%.

Med a = 1000, r = 0.4% bliver opsparingen efter x indskud K = a*R/r = 1000*(1.004”x —1) / 0.004.

Vi aflaeser opsparingen efter 10, 20 og 30 ar:

Maneder 120 240 360

Opsparing 153632 401675 802147

Efter 30 ar er eget bidraget 1000*360 = 360000. Rentebidraget er 802147 —360000 = 442147.
Vi ser at opsparingen er kr. 500000 efter 275 indbetalinger.

x =7 | 1000%(1.004"x _1)

0.004

= 500000
Test 2
500000*0004 Fir FSvI FEv]’F? Fi Fir FSvI FEv]’F? Fi

] rz—I FE I T4 ] f ] rz—I FE I T4 ] f
1000 Topls|2eem|Tracs|fiedraph|Math|Draw|Fen):- Topls|2eem|Tracs|fiedraph|Math|Draw|Fen):-
1

x=120,K="?

1.004"x -1 =

1.0047x = 2+1
__In@® _
X=Tn(1.004) ~ 2752
1000*(L.004%275.2 —1)
0.004
499994 = 500000

Intersection
iet]
MAIN

Testl .

FLHC

2C i 120,
MAIN

c:l.535€e5
FUNC

= 500000

DEGAFFREOY DEGAFFREOY

Skal opsparingen udbetales som pension over 10 ar, benyttes to konti.

P& konto 1 er opsparingen til forrentning, og vokser da péa 10 ar til K = Ko(1+R) = 802147*(1+0.004)"120 = 1295089.
Pa konto 2 laves en 'negativ opsparing’, hvor der ménedlig udbetales et fast beleb a, og hvor de to konti skal balancere
efter 10 ar: K = a*R/r = Ko(1+R), dvs. a*(1.004*120 —1) / 0.004 = 1295089. Lgses denne ligning fas a = 8430.
Forholdet mellem udbetaling og indbetaling er da (10*12*8430)/(30*12*1000) = 2.8.

Gentages beregningerne med en manedlig rente pad 0.3% og 0.5% fas:

Mdl. rente | Arlig rente Opsparet belgh Manedlig pension Forhold mellem ud- og indbetaling
0.3% 3.7% 646640 6425 (10*12*6425)/( 30*12*1000) = 2.1
0.4% 4.9% 802147 8430 (10*12*8430)/( 30*12*1000) = 2.8
0.5% 6.2% 1004515 11152 (10*12*11152)/( 30*12*1000) = 3.7

4. Lgsning af problemet fra virkeligheden

Ved en opsparing indskydes et fast opsparingsbelgb hver méaned pa en bankkonto. Kontoen vokser, fordi der hver
maned tilfares tre belgb: et nyt indskud, rente af det samlede indskud, samt rente af de tilskrevne renter (rentes rente).
Nér opsparingen afsluttes, fortsetter den med at vokse, dog bliver det manedlige indskud erstattet af en manedlig
udbetaling, pension. Med et manedligt indskud pa kr. 1000 i 30 &r kan det hvert maned udbetales kr. 8430 i 10 ar.

Med en manedlig rente pa hhv. 0.3%, 0.4% og 0.5% udbetales hhv. 2.1, 2.8 og 3.7 gange mere end der indbetales. Dog
skal man huske, at prisstigninger i den 404rige periode, inflation, kan nedsztte denne faktor.

# Opsparing med konstant indskud pa a kr og rente r%: P& konto 1 indsettes a/r, den arlige rente a/r*r = a overfares til
konto 2 som fast arligt indskud a sammen med arlig rente til begge konti.
Konto 2 vil da indeholde dels en opsparing K, dels den samlede rente R af a/r, altsd a/r*R. Dvs. K = a/r*R eller K/a = R/r.
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5. Projekt Prisdannelse, Udbud og Efterspgrgsel

Problemstilling: Hvordan bestemmer udbud og efterspgrgsel markedsprisen?
En matematisk model:

Matematik | Problem | — | Lasning
Virkelighed | Problem | | Lasning

1. Problemet fra virkeligheden

For en given vare kendes varens udbudskurve og efterspgrgselskurve. Dvs. vi kender sammenhangen
mellem varens pris, og den udbudte og efterspurgte varemangde. Hvis udbud er starre end efterspargsel ma
prisen senkes for at gge efterspargselen og senke udbuddet. Hvis udbud er mindre end efterspargsel ma
prisen gges for at senke efterspgrgselen og sge udbuddet.

Ligevegtsprisen opstar derfor hvor udbud er lig med efterspargsel.

2. Opstilling af det matematiske problem

Vi opstiller en tabel over efterspargsel og udbud. Tabellens gyldighedsomrade (definitionsmaengde) antages
at vaere 0<x<10. Ved hjelp af regression findes de to ligninger, der derefter sattes lig med hinanden for at
finde skaeringspunktet, hvor de er ens.

Lineaere kurver Krumme kurver
Prisx | Udbudu | Efterspgrgsel e Prisx | Udbudu | Efterspgrgsel e
2 40 80 2 40 80
4 60 50 4 60 50
6 75 30

3. Lasning af det matematiske problem

Farst findes ligningerne ved regression. Vi indtaster datasattene i formelregnerens data/matrix-editor.
Kendes 2 tabel-vaerdier opstilles en 1.grads-model , 1. grads-polynomium uden krumning, med LinReg.
Kendes 3 tabel-veerdier opstilles en 2.grads-model , 2. grads-polynomium med krumning, med QuadReg.
Herefter findes skaringspunkterne ved at lgse to ligninger med to ubekendte.

1. grads-polynomium 2. grads-polynomium

X=7? Udbud = efterspargsel X=7? Udbud = efterspargsel
u =10x+20 10x+20 = -15x+110 u =-0.625x"2+13.75x+15 | -0.625x"2+13.75x+15 = 1.25x"2-
e =-15x+110 | 10x + 15x = 110-20 e = 1.25x"2-22.5x+120 22.5x+120
25x =90 -1.875x"2+36.25x-105 = 0
Xx=90/25=3.6 Faktorisering -1.875*(x-15.79)*(x-3.55) = 0
Testl y1(x) | x=3.6 giver y=56 Nulregel x = 15.79 og X = 3.55
y (x)|x=3.6 giver y=56 15.79 ligger uden for definitionsmee.
Test2 Solve(y1(x)=y2(x),x) giver x=3.6 Testl y1(x) [ x=3.55 giver y=55.91
Test3 Grafisk aflaesning giver (x,y)=(3.6,56) y2(x) [ x=3.55 giver y=55.91
(intersection) Test2 Solve(y1(x)=y2(x),x) giver x=3.55
Test3 Grafisk afleesning giver
(x,y)=(3.55,55.91) (intersection)

Fi-| F2=| FZ F4 FE-| Far [F7 Fi=| Fe=| FZ Fu FEx| Fa= JF7Po#:
Tools|2oom|TEace|Redr arh|rath|Dr aw|Fen):-2 Tools|2oem|Tracg|Redrarh|Math|Dr aw|Fen):-.

Intergectiun ntersection

HE i3, CESE. HCi & 54748 Ucina. 3125
DEGAPFRON  FUMC DEGAFFROR  FUWC

4. Lgsning af problemet fra virkeligheden

Vi har set, at i det tilfeelde hvor udbuds- og efterspargselskurverne er lineare, resulterer ligeveaegtsprisen 3.6
kr. i at udbud og efterspgrgsel er lige store, i dette tilfeelde 56 enheder.

Vi har set, at i det tilfeelde at udbuds- og efterspgrgselskurverne er krumme, resulterer ligevagtsprisen 3.55
kr. i at udbud og efterspargsel er lige store, i dette tilfeelde 55.9 enheder.

Lesningen forudsetter, at de opstillede tabeller holder. Z£ndres de, vil regressionsligningerne ogsa @ndres og
dermed lgsningen.
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6. Projekt Indsamling, Lafferkurve

Problemstilling: Hvilken billetpris vil give det stgrste indsamlingsbelgb?

En matematisk model:

Matematik

Virkelighed

1. Problemet fra virkeligheden
Vi gnsker at indsamle et belgb til Operation Dagsveerk blandt skolens 500 elever ved at s&lge billetter til en
fast pris. Hvilken af falgende tre indsamlingsmodeller giver det stgrste bidrag?

| Problem

f

| Problem

A. Vi undlader markedsfaring.
B. Vi foretager markedsfaring.
C. Vi foretager markedsfgring og udskriver et lotteri.

2. Opstilling af det matematiske problem
Efterspargslen y1(x) vil afheenge af den fastsatte pris x. Det indsamlede belgb vil da vaere y2(x) = y1(x)*x.
3. Lasning af det matematiske problem
Model A. Vi antager, at alle 500 kunder vil kabe en billet ved prisen 0 kr, at ingen vil give over 40 kr, og at

efterspgrgselen falder hurtigt sa kun 100 kunder vil give 20 kr.
Eftersporgselskurve: 3 dataset, dvs. 2 grads polynomium. ’QuadReg’ giver y1(x) = .375*x"2 — 27.5*x + 500

— |

Lasning |

|

Lasning |

Efterspargselstabel Efterspargselskurve Indkomstkurve Maksimum
[T:i;:IP1-:-l:FEel:uPItth'I1IHtfuln'1erltFus:chI§':Ei1 SF';J ] Too;sIZ-:--:-m]Truc-zIR-zSruPhIMuth]DrF'ngzn TEHJZEER]TE:@ Rt;:uphﬁnig;.lhrzrﬂ::ﬁ T:t;:IZ:E;-JT:EctIR-zSF:uphlr:us;hInEg;:].r‘rzn :-'::EE
DATH Lilalue

ol |c? |ca |c4 Zigero
1 o. Sa. IE findmum
2 20, |iad, tlnLersectloh
3 4, 6. %:Ei?lggtlues ]

: s
4 H Sdlnflection Mz TTum
rdod= - T prci 12, B7 1635 uci PEEE. OV 1E
HAIN DEGAFFROR _ FUML o7 FUF DEG AFFEDS  FUMC DEGAFFEOY  FUNC

Forudsigelse: ’solve(d/dx y2(x) = 0, x)’ giver x = 12.1
Model B. Vi antager, at en markedsfaring vil bevirke, at alle 500 kunder vil kabe en billet ved prisen 0 kr, at
ingen vil give over 40 kr, og at efterspargselen falder jeevnt.

Eftersporgselskurve: 2 dataset, dvs. 1 grads polynomium. *LinReg’ giver y1(x) = -12.5*x + 500

Efterspargselstabel

Efterspzrgselskurve

Indkomstkurve

Maksimum
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Forudsigelse: *solve(d/dx y2(x) =
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0, x)” giver x =20.0
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Model C. Vi laver en markedsfgring af et lotteri med 1 hovedpraemie 500 kr og 3 sidepraemier pa 200 kr. Vi
antager, at dette vil bevirke, at alle 500 kunder vil kgbe en billet ved prisen 0 kr, at 480 kunder vil give 10 kr,
400 kunder vil give 20 kr, 200 kunder vil give 30 kr og 100 kunder vil give 40 kr. Efterspgrgselskurve: 4
dataseet, dvs. 3 grads polynomium. ‘CubicReg’ giver y1(x) = 0.013*x"3 —0.933*x"2 + 6*x +500

Efterspargselstabel

Efterspargselskurve

Indkomstkurve

Maksimum
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ol o [t}

1 G, SEIE.

2 1. 4806,

3 3. ZEE .,

4 EoH

rdc=100. ——

MAIN

DEGAFFRON

FUNC

Forudsigelse: *solve(d/dx y2(x) =

[ F
T-:--:-1s Z-:u:-m Truc-zIR-zﬂr-uPh Muth I:lruw P-zn
L3

\

Upper Bouynd?
£f [T ]

pci 2B, 5044 ucieddR,a 3544

0,x)” giverx =21.3

4. Lgsning af problemet fra virkeligheden
Indsamling uden markedsfaring vil give en indkomst pa 5000 kr ved en billetpris pa 12 kr
Markedsfaring uden lotteri vil give en indkomst pa 5000 kr ved en billetpris pa 20 kr.
Markedsfaring med lotteri vil give en indkomst pa 7580 -1100 = 6480 kr ved en billetpris pa 21 kr.

Matematik B-projekter, v. B0914

Maz 1 mum
woiFl. 319 i FEEE. 25

DEGAFFRED:  FUMC

Allan.Tarp@MATHeCADEMY .net



7. Projekt Kursudvikling

Problemstilling: Hvordan kan man fremskrive en kursudvikling?
En matematisk model:

Matematik Problem | — | Lasning |
Virkelighed Problem | | Lasning |

1. Problemet fra virkeligheden
Kursen pa 3 aktier har udviklet sig som vist i tabellerne. Kan vi opstille en prognoseligning for kurserne?
Kan vi bruge prognoseligningen til at forudsige fremtidige veerdier, og til at forudsige top- og bundpunkter?

2. Opstilling af det matematiske problem
Vi opstiller en tabel over den hidtidige kursudvikling, hvor x er antal dage og y er kursen

2 data-seet 3 data-seet 4 dataseet

X y="? X y="? X y="?
2 40 2 40 2 40
5 67 5 67 5 67
10 ? 7 55 7 55
? 90 10 ? 9 60
? 50 10 ?
? 63

3. Losning af det matematiske problem
Farst findes ligningen for y ved regression. Vi indtaster datasattene i formelregnerens data/matrix-editor.
Kendes 2 tabel-vaerdier opstilles en 1.grads-model , 1. grads-polynomium uden krumning, med LinReg
Kendes 3 tabel-veerdier opstilles en 2.grads-model , 2. grads-polynomium med krumning, med QuadReg
Kendes 4 tabel-verdier opstilles en 3.grads-model , 3. grads-polynomium med krumning og modkrumning,
med CubicReg.

1. grads-polynomium

2. grads-polynomium

3. grads-polynomium

y=? | y=9x+22 y=? y = -3x"2+30x-8 y=? y=0.732x"3-13.25x"2+73.20x-59.25
x=10 | yI1(x) [ x=10 giver y=112 | |[x =1 yl(x)[x=10gi ery=-8 x=1 yl1(x)[x =10 giver y =
Test | Grafisk afleesning giver Test Grafisk aflesning givery = -8 Test Grafisk afleesning giver y=79.86 (value)
y=112 (value) (value) y =63 Solve(63 = y1(x),x) give x=3.17,
y=90 | Solve(90 = y1(x),x) y =50 Solve(50 = y1(x),x) x=5.71,x=9. 1
Giver x = 7.56 Giver x =2.62, x =7.38 Test Grafisk afleesning giver med y2(x) = 63
Test | Grafisk afleesning med Test Grafisk afleesning med Skeringsp. (x,y)=(2.62, 7.38) (inters.)
y2(x)=90 y2(x)=50 giver x = 2.62, x = Top & | Solve(dy1(x)=0,x) giver x=4.28 & x=7.78
Giver x =7.56 7.38 (intersection) bund y1(x) | x =4.28 giver y = 68.71
(intersection) Top & | Solve(dy1(x)=0,x) giver x=5 yl(x) | x =7.78 giver y =52.99
bund yl(x) | x =5 giver y =67 Test Grafisk afleesning giver
Test Grafisk aflaesning giver Toppunkt: (x,y)=(4.28,68.71)
(x,y)=(5,67) Bundpunkt: (x,y)=(7.78,52.99

Fa~

FEr

Fi-| Fer] F2 FY FA-s:
Tooals|2oom|Trace|Redraph|Math|braw|Fenf:-

Fi-| Fe=| F2 Fy
Tooals|2oom|Trace|Redraph|Math|braw|Fenf:-

Far [FP-%::

FEr

/”/__H

AN DEGHFFROG  FUNG

VAN

Fi-] Fe-] F2 F4 FE-| Far [F7-%:
Tools|Zoam|Trace|Redrarh{Hakh)Drqui|Fenf:-

o~

—/
[ o

4. Lgsning af problemet fra virkeligheden

Vi har set at vi med regressionsligninger kan opstille prognoseligningen til at forudsige fremtidige veerdier,
og til at forudsige top- og bundpunkter.

Disse forudsigelser holder ikke ngdvendigvis stik, da kurser ikke falger en naturlov, men falger
stemningerne pa et frit marked.

Ligeledes bygger prognoseligningerne pa den forudsatning, at vi kun har de opgivne datasat.

Kommer der senere andre datasat til, vil prognoseligningen muligvis endres.

Matematik B-projekter, v. B0914 13 Allan.Tarp@MATHeCADEMY .net



8. Projekt Linezer Programmering

Problemstilling: Hvordan bestemmes den optimale stgrrelse af et produktmix?
En matematisk model:

Matematik | Problem | — | Lasning
Virkelighed | Problem | | Lasning

1. Problemet fra virkeligheden

Fra en markedsbod sa&lges gl (max 10 kasser) og vand (max 15 kasser). Indkebspris: 25 kr. pr. kasse vand og 100 kr. pr.
kasse gl. Hajst 1200 kr. kan investeres. | dbningstiden kan max salges 21 kasser. Overskud til deekning af faste
omkostninger (leje) og fortjeneste (deekningsbidrag D): Kr. 80/120 pr. kasse vand/gl. Hvad er max. dekningsbidrag?

2. Opstilling af det matematiske problem

Virkelighed Ligninger Grafik
Antal kasser vand X y4A gl
Antal kasser gl y
— x vand
BeQransning pé réStOﬁer: T:H:IZ:E:JT;E:JM;;uvh{hﬁ;h]mr'g:qun :S_:EE
Boden kan hgjst indeholde
Hgjst 15 kasser vand 0<x <15
Hgjst 10 kasser gl 0<y <10
Begraensning p kapital: R A R
Indkgbspris: 25*x +100* y <1200
25 kr. pr. kasse vand S
100 kr. pr. kasse ol (100* y <-25*x + 1200 ——

Hgjst 1200 kr. kan i . 1
gjst 1200 kr. kan investeres y < *x +12)

e

Begransning pa arbejde: T Ta|zoem|Trace| e dr ar | Fiath|or aw]Fan]-:
| abningstiden kan seelgeren hgjst na at
selge 21 kasser. x+y <21 —

(y <-x+21) %“————ﬁ

AN DE! HPPRIJ-}.{—.F-UINE
Overskud til deekning af faste D = 80*x + 120*y S e S
omkostninger (leje) og fortjeneste _2,..D
(dkningsbidrag D): Y =3 10 —
Kr. 80/120 pr. kasse vand/al. NO: D=0: y =-2/3*x Mﬁ?““-—ﬁ
N600: D =600: y =-2/3*x +5 \

H . Fir| Fz~| FZ Fu FE-] For [FP=7 i

Lﬂsnlng. ’SOIVG('% *X+12 - 'X+21,X)’giVCI' X = 12 'I:::::ﬂs Zoura|Tracs .PfreruPh Fathjbraw|Fen):-2

Der skal indkabes 12 kasser vand og 9
kasser gl. Daekningsbidraget bliver da |’y =-x +21[x=12’ giver y =9
D = 2040 kr.

D =80*x + 120*y | x=12andy =9’
giver D = 2040

3. Losning af det matematiske problem

Begrensninger giver grafisk en polygon (mangekant). Niveaulinierne er parallelle da deekningsbidraget D kun har
betydning for skaringen med y-aksen. At gge eller formindske D svare altsa til at parallelforskyde niveaulinien hen
over polygonen. Den optimale veerdi fas da hvor en niveaulinie forlader (tangerer) polygonen, hvilket altid vil ske i et
(eller to) hjerner. Man kan derfor forudsige den optimale situation ved at beregne alle hjgrnepunkter (n ligninger med n
ubekendte), samt D’s veerdi i disse (simplex-metoden). Denne metode bruges hvos antallet af variable er stgrre end 2.

4. Lgsning af problemet fra virkeligheden

Vi ser, at det maksimale daekningsbidrag bliver 2040 kr ved salg af 12 kasser vand og 9 kasser gl. Endvidere ser vi at de
effektive begransninger her er dbningstiden og den investerede kapital.

Lineaer programmering bruges til at optimere et bestemt tal (at maksimere overskuds-tallet, at minimere omkostnings-
tallet osv.) inden for en reekke begraensninger pa andre tal, f.eks. rastoffer, kapital og arbejde. Réstofferne er her gl og
vand, kapitalen er budgettet og salgsboden, og arbejdskraften er salgeren.
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9. Projekt Kolindsund

Problemstilling: Hvordan bestemmes hvor meget vand der lgber ud i Kolindsund om aret?
En matematisk model:

Matematik | Problem | — | Lasning
Virkelighed | Problem | | Lasning

1. Problemet fra virkeligheden

Vi gnsker at bestemme hvor meget vand, der arligt lgber ud i Kolindsund. Pumpemesteren oplyser, at der
arligt udpumpes 50 mio. kubikmeter vand. Dette vand kommer dels fra kilder, dels fra utette deemninger.
Pumpemestern oplyser, at vandet skal udpumpes 5 gange, for det er veaek.

2. Opstilling af det matematiske problem

Vi antager, at vi kan stoppe kilderne, og at kanalerne er tomme. Vi gnsker nu at bestemme vandmaengden i
Kolindsund, som vi sztter til 100. Vi antager, at vi pumper al vandet op i kanalerne. Vi antager at
procentdelen r Igber tilbage til Kolindsund, dvs. procentdelen 1-r forsvinder til havet. #.

100 (1-*100
Kolindsund : Kanalerne N Havet
100

3. Losning af det matematiske problem
Gang 1 Igber r*100 tilbage, gang 2 lgber r*(r*100) = r*2*100 tilbage, gang 5 lgber r*5*100 tilbage.
Vi betragter vandet som pumpet veek, nar der kun 5% lgber tilbage. Vi kan derfor bestemme r af ligningen

r"5*100 = 5, dvs. r = (5/100)"(1/5) = 0.549 = 54.9%.
Dvs. 45.1% af vandet forsvinder til havet, medens 54.9% svarende til 100*0.549 lgber tilbage til Kolindsund.

2. gang der pumpes, er vandmengden da 100*0.549, hvoraf 100*0.549*0.549 = 100*0,549"2 Igber tilbage.
I lzbet af 5 pumpegange har pumpen da pumpet en samlet vandmzangde pa

S = 100 + 100*0.549 + 100%0.54972 + 100*0.549"3 + 100*0.549"4 = 210.7 (2.107 kaldes multiplikator)
Genvej: S = 100%(1 + 0.549 + 0.549"2 + 0.549°3 + 0.5494) = 100*(1-0.549"5)/(1-0.549). ##

4. Lgsning af problemet fra virkeligheden

Hver gang der fra kilderne lgber 100% ind i Kolindsund skal der pumpes 210.7% ud. Da disse 210.7 svarer
til 50 mio. kbm., vil de oprindelige 100 svare til 100/210.7*50 = 23.7 mio. kbm. Dvs. fra kilderne lgber der
23.7 mio. kubikmeter vand ind i Kolindsund hvert ar, hvis vore antagelser og pumpemesterens oplysninger
er korrekte. Sa nar der lgber 23.7 mio. kbm. ind i Kolindsund, skal der pumpes 210.7% af 23.7 = 50 mio.
kbm. ud, da kanalerne er utette. Dette skyldes at jorden er meget kridtfyldt.

# Kredslgbet mellem Kolindsund og kanalerne svarer til pengekredslgbet mellem virksomheder og husholdninger, som
draenes af fralgb til opsparing og skat, der dog igen giver tillgb i form af investeringer og overfarselsindkomster.

r*100 (1-r)*100
Virksomheder : Husholdninger — Stat, Bank
100

## Bevis for formlen for sum af en kvotientreekke (opsummeret eksponentiel vaekst)

Sum = l+a+a"2+a"3+and
a*Sum = ata’2+a"3+aM4+anb
Sum-a*Sum =1-a"5

Sum*(1-a) = 1-a"65

Sum = (1-an5) / (1-a)

Matematik B-projekter, v. B0914 15 Allan.Tarp@MATHeCADEMY .net



10. Projekt Vinkarton

Problemstilling: Hvordan skal en 3 liters vinkarton dimensioneres for at minimere kartonen?

En matematisk model:

Matematik | Problem | — | Lasning |
Virkelighed | Problem | | Lasning |
1. Problemet fra virkeligheden
Vin kan selges i flaske eller i karton. Til en 3liters 2/2
karton skal udskares et stykke karton:
y y z y z y
2. Opstilling af det matematiske problem
Vi indfarer betegnelser for de forskellige sider malt i X
dm, og opstiller ligningen for kartonens volumen V og
for den brugte kartonmaengde K malt i dm”3 = liter
V =x*y*z =309 K= (x+2-2/2)*(3y+22)
3. Losning af det matematiske problem
Vi bruger formelregnerens expand til at samle de to formler:
K = expand((x+2-2/2)*(3y+2z)) giver K = 3xy + 2xz + 3yz + 222
I denne formel indszttes nu z = 3/(x*y) sa K-tallet kun afhanger af to variable x og y:
. 9 6 18
K=3xy+2xz+3yz+22A2|z:3/(x*y) glverK=3xy+; +§ +W
Scenarium A. Vi antager at x skal veere dobbelt sa stor som y, dvs. at y = 0.5*x
Indszttes denne begraensning fas
9 6 18 21 72 dK 21 288
K:3xy+; +§ +m |y 0.5*x giver K = 1. 5xA2+7 3720994y =X 30 Ty =0forx=24
Vi grafer K-formlen i et vindue med DM =1]0,5] og VM = ]0, 100] og finder minimumspunktet:
x=2.409 K=19.56, dvs.y =0.5*x=0.5*2.4=1.2,09z = 3/(2.4*1.2) = 1.0
Scenarium B. Vi antager at x skal veere lige sa stor somy, dvs. aty = x
Indszttes denne begraensning fas
9 6 18 15 18 dK 15 72
K=3xy+; +y +m |y x giver K = 3xA2+? +3nd 097G =Xy~ =0forx=1.7

Vi grafer K-formlen i et vindue med DM =1]0,5] og VM = ]0, 100] og finder minimumspunktet:
x=1709 K=19.65,dvs.y=x=17,09z=3/(1.7*1.7) = 1.0

Scenarium C. Vi antager at x skal vare halvt sa stor somy, dvs. aty =

Indseettes denne begraensning

9 6 18
K_?’Xerx +y +x’\2* N2

fas

12
|y 2x giver K = 6X/\2+— +

2*X
4.5 dK 12 18
X’\4’ogdx =12x - ol ﬁ:Oforx 1.2

Vi grafer K-formlen i et vindue med DM = [0,5] og VM = [0, 100] og finder minimumspunktet:

x=120g9K=20.80,dvs.y=2x=2*1.2=24,09z=3/(1.2*2.4)=1.0
T:t;:IZ:E;-JT:EctIR-zSF:uphlr:us;hInEg;:].r‘rzn :-'::EE T:t11-:12:E:n]nfgc-z{h;:uphhﬁ;h].nig;.IIPan :S_:EE T-:u:-1s Zo-:-m Truce Rtﬂruph Muth I:lruw Ptn T-:-thlz:EmITrgct R-zﬂruph M-usthIDEEw].hn
Minimum Mikimue I"Ilmm zoi 19, 47 3 -..______\
#CE2, dEded gcild, 5e #Cil, FOZEY uc:l19. 6486 2215? C i 2. FEEY HciZ 10714 Ec 1. 3928%
LiMAIM _ DEGAFPEOL  FUWC DEGAFFROR  FUMC
Scenarium A Scenarium B Scenarlum C Uden begraensn., konturlinier

(Konturlinier: Mode 3D, K ind pa y-liste. Window x: 0.5-3, y: 0.5-3, z: 0-30, F1 9 Format: Rect, Off, Off, Countour level. F3 Trace)

4. Logsning af problemet fra

virkeligheden

Vi ser, at den minimale kartonmangde er pa lidt over 19 dm”3. Ved hjelp af konturlinier eller et Excel-regneark kan
bestemmes, at den optimale lgsning er x = 2.1 0gy = 1.4 og z = 1.0, hvilket giver et K-tal p& 19.47 dm"3.

(Bemerk: Grafes formlen K = 3xy + g + 6 +

Matematik B-projekter, v. B0914
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fas ikke en kurve, men en flade, se den indlagte Excel-fil pa konferencen)
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11. Projekt Kgrsel

Problemstilling: Hvor langt, hvor leenge og hvordan kerte Peter?
En matematisk model:

Matematik | Problem | — | Lasning
Virkelighed | Problem | | Lasning

1. Problemet fra virkeligheden

Ved karsel svarer hastigheden 100 km/t til 100*1000/(60*60) = 27.8 m/s. Under Peters karsel blev
hastigheden malt hvert 5’te sekund til hhv. 10m/s, 30m/s, 20m/s, 40m/s og 15m/s. Hvornar begyndte og
sluttede kerslen? Hvad var farten efter 12sekunder? Hvornar var farten 25m/s? Hvornar blev der accelereret?
Hvornar blev der bremset? Hvad var den maksimale fart? Hvor mange meter kartes der i de forskellige
5sekunders intervaller? Hvad var accelerationen i begyndelsen af disse intervaller. Hvor langt kartes i alt?

2. Opstilling af det matematiske problem Tid )é seK Fartf(/)m/s
Vi opstiller en tabel over tid x og fart y.
Tabellens gyldighedsomrade 10 30
(definitionsmangde) antages at vaere 0<x<30. ;g 28

25 15

3. Lasning af det matematiske problem

Pa T1-89 indlaegges x-tal og y-tal i data-matrix eller som listerne L1 og L2. Med 5 talpar velges kvartisk
regression (et 4.grads polynomium med en 3-dobbelt parabel), der giver formlen y = -0.009x"4 + 0.53x"3 -
10.875x"2 + 91.25x - 235, som indleegges som y1(x). Herefter besvares de stillede spargsmal ved brug af
ligningsskemaer og grafisk afleesning.

Start- og sluttidspunkt findes med *’F5 Zero’. Y-tal bestemmes med F5 Value’. X-tal bestemmes med "F5
Intersection’. Maximum og minimum med F5 Maximum/Minimum’. Acceleration fas som healdning pa
hastighedskurven med °F5 dy/dx’. Det samlede meter-tal fas ved at lose differentialligningen m’ = y1, m(4.5)
=0, dvs. m = Jyldx. Dette giver m-ligningen -.002x"5 + .133x"4 — 3.625x"3 + 45, 625x"2 — 235x + 412.91.

Fi-| Fer| F2 F4_ JFE=] FRe [P %5 Fi-] Fe=| F2 F4_ | FE=| FB [F7e[3E Fi-] Fe=| F2 F4_ | FE=| FBe [FRe3E
T-:u:-1s]z-:-omITru-:tIﬁ-zﬂruph]M-uthIDruw]-hrj:-: T-:n:-1sIZm:-m]TructIﬁtﬂruphIMuth]Druthn il T-:n:-1sIZo-:-m]TructIﬁtﬂr-uphIMuth]-DruwIPtn il
| a
Intersection E
o i 12, Ao goii3. 216 woib. 121 Yoi 2a . CEE
MalM DEGAPFROA  FUMC | MalM DEGAFFEON  FUMC |

= = Fix| FEr[.F2 | F9_ ] FEx] FBe [Fr{?r
Fix|.Fer| F2 | F9 _ [FEx]| FBe [FPeer Fix| Fr| F2 | F4 | FEx] FBe[Fre?n I ] I I I I Ty
T¢o1Jéo¢n4}rucehesrqpnhﬂqthhrun}eﬁla T¢¢14E¢¢nﬂ}rqc4ﬂesrqanﬂqtﬂﬁrun}en:c Toels|2eon|Tracelkedraphjathibr aw]F enf-:

Mirimum
xcild 243 gc:l9. 528 Lf Ceadn=119 68T
MAIN DEG AFFRON FUNC MAIN DEG AFFROX FUHC
y=? |y=vyi(X) x=? |y=ylx) ymax=? |y = y1(x)
x=12 |y =y1(12) = 3.667 y =25 | F2 solve (y1(x) = 25,X) giver x = Calc maximum
Test | Grafisk aflaesning 6.12,11.44, 16.86 og 24.47 Giver y =7.042
med F5 Value og Testl |y1(3)=6,y1(8)=6 ved x=5.5
x =12 giver Test2 | Grafisk afleesning med y2 = 25 Test dy/dx =0
y =23.216 giver x =6.12, 11.44, 16.86 og ved x=5.5
24.47 (F5 intersection)

4. Lgsning af problemet fra virkeligheden

Karslen begyndte efter 4.50 sek og sluttede efter 25.62 sek. Efter 12sekunder var farten 23.2 m/s. Farten var
25m/s efter 6.12 sek, 11.44 sek, 16.86 sek og 24.47 sek. Der blev accelereret i tids-intervallerne (4.50; 8.19)
og (14.24; 21.74). Der blev bremset i tids-intervallerne (8.19;14.24) og (21.74;25.62). Max-fart var 44.28 m/s
=159 km/t. efter 21.7 sek. | de forskellige tids-intervaller (5;10), (10;15), (15;20) og (20;25) kartes der hhv.
142.8 m, 114.7 m, 142.8 m og 189.7 m. Accelerationen i enderne af disse intervaller var hhv. 17.75, -3.25,
1.25, 4.25, -21.25 m/s"2. | alt kertes der 597.4 m.
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12. Projekt Newton spiller golf

Problemstilling: Hvordan kan Newton ramme et golf-hul 40 meter ude?
En matematisk model:

Matematik | Problem | — | Lasning |
Virkelighed | Problem | | Lasning |

1. Problemet fra virkeligheden
Newton og hans ven bispen star pa kanten af taget pa Newtons flade hus og diskuterer om Newton kan
ramme et golf-hul 40 meter ude. Husets kant befinder sig 7.5 meter ude og tagets hgjde er 3 m.

2. Opstilling af det matematiske problem
Vi indlaegger et koordinatsystem, sa Newtons golfbold befinder sig i punktet (x,y) = (7.5,3), og golfhullet i
punktet (40,0). Hvilken lodret og vandret hastighed skal Newton give bolden for at der bliver hole-in-one’.

3. Losning af det matematiske problem

Bispen: Golfbolden adlyder Herrens vilje. Farst vil den bevaege sig i en lige linie, indtil Herren bestemmer at
den skal falde, og da falder den lige ned. Sa hvis du vil have, at den skal begynde sit fald lige over golfhullet,
ma du tro, ga i kirke og bede Herren om dette. Uden Herrens nade vil du aldrig ramme.

Newton: Du skal vide, ga i skole, og lere differential- og integralregning, som siger 10 vandret og 15 lodret.

Vandret bevaegelse a=v' =0 Acceleration = hastighed differentieret
Ingen vandret kraft = ingen vand. acceleration
v=x"=k=10davandret v=10tilt=0 Hastighed = sted differentieret
x=10t+k=10t+7.5 Dax=75tlt=0
Solve (x =10t + 7.5,t) givert=0.1x-0.75
Lodret beveegelse a=v’ =-9.8 Lodret acc. = tyngdeacceleration
v=y =-98t+k=-9.8t+15 Hastighed = sted differentieret
dalodretv=15tilt=0
y = -4.9t"2+15t + k = -4.9t"2+15t + 3 Day=3tilt=0
Banekurve: y =-4.9t"2+15t+3 [t=0.1x - 0.75 giver y =-0.049 x"2 + 2.235x — 11.001
Test y = -0.049 x"2 + 2.235x — 11.001 [ x =40 givery=0

Newton: Sa ved at ga | skole og oplyse mig kan jeg se, at hvis jeg tildeler bolden en lodret hastighed pa

15m/s og en vandret hastighed pa 10m/s, sa vil ikke Herrens vilje, men tyngdens vilje, dvs. tyngdekraften
serge for at jeg far "hole-in-one’. Se bare her.

Bispen: Nar du skyder bolden opad, pakalder du Herrens opmarksomhed. Og som du ser, er Herren dig nadig.
Newton: Jeg kan da ogsa skyde bolden ligeud med en vandret begyndelseshastighed pa ¢ m/s

Vandret beveegelse a=v’ =0 TE%;:]2E;JTE-:JR*?F:-:MIJEHDﬁg:u]-;-z?n A
v=x"=cdavandretv=ctilt=0 o
x=ct+k=ct+75dax=75tlt=0 o
Solve (x =ct + 7.5,t) givert = (x — 7.5)/c

(&L DEGAFFROY FLHC

Lodret beveegelse a=v’=-98 Lodret acc. = tyngdeacceleration
v=y =-9.8t+k=-9.8t Hastighed = sted differentieret
dalodretv=0tilt=0
y=-4.9t"2+ k=-4.9t"2 + 3 Day=3tilt=0

Banekurve: y =-49t2+3 [t=(x-75)lc giver y = -4.9/c"2*(x-7.5)"2 + 3

Finde ¢ Solve(0 = -4.9/c"2*(40-7.5)"2 + 3,c) giver c = 41.54

Banekurve: y =-49t2+3 [t=(x—7.5)/41.54 giver y = -0.003 x"2 + 0.043x + 2.840

Test y =-0.003 x2 + 0.043x + 2.840 | x = 40 givery =0

4. Lgsning af problemet fra virkeligheden

Kirken sagde, at manen bevager sig mellem stjernerne og adlyder en metafysisk uforudsigelig vilje. Newton bestred
dette: Manen bevaeger sig ikke mellem stjernerne, den falder mod jorden ligesom ablet, adlydende en fysisk vilje,
tyngdekraften, der er forudsigelig, fordi den kan sattes pa formel, hvorefter banekurven kan beregnes ved at finde
stamfunktioner. Bispen blev sa chokeret, at han forlod sin stilling og gav sig til at oplyse i stedet for at preedike. Bade
han og Newton var saledes med til at l&egge grunden til naturvidenskaben, der muliggjorde opbygning af et industri-
baseret velfeerdssamfund; og til oplysningstiden, der installerede to demokratier, det amerikanske og det franske.
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13. Projekt Spilteori

Problemstilling: Hvilken strategi skal man valge for at maksimere sit udbytte?

En matematisk model:

Matematik | Problem | — | Lasning |
Virkelighed | Problem | | Lasning |

1. Problemet fra virkeligheden

To spillere A og B skal vaelge mellem forskellige strategier. Udbyttetavlen viser de belgb, B skal betale til A.
Spillet kaldes et NulSum spil, da A’s + B’s udbytte = 0: Hvad A vinder, taber B og modsat.

2. Opstilling af det matematiske problem
Vi betragter to forskellige spil:

| B
V" b2

A al 5 0
a2 15 10

3. Losning af det matematiske problem

I: Vi lytter til, hvordan A og B analyserer spillet:

A: Ved al risikerer jeg udbytte 0, ved a2 udbytte 10. For
at maksimere mine minimums-tal ber jeg veelge a2.

B: Ved bl risikerer jeg udgiften 15, ved b2 udgiften 10.
For at minimere mine maksimums-tal ber jeg veelge b2.
A: Var jeg B ville jeg vaelge b2, derfor bar jeg veelge a2.
B: Var jeg A ville jeg veelge a2, derfor bar jeg veelge b2.
Strategiparret (a2,b2) kaldes spillets ligeveegtspunkt.
Ingen af spillerne har interesse i at fravaelge
ligevaegtsstrategien.

A risikerer at fa udbyttet O i stedet for 10.

B risikerer at fa udgiften 15 i stedet for 10.

A fastholder sin minimaks-strategi, og
B fastholder sin maksimin-strategi.

Filr| Fer] FZ FY FEr] Fax [FPo53
Tools|2oem|Tracs|Rsdrarh|Math|Draw|Fen):-

Hold piletasten nede 1
sekund for at se fladen
dreje.

(&L DEGAFFREOY ]

| Fi=[ Fer| Fz F4 FE=| Fa=~[F7o=:
Toals|2eom|Track|RedrarhMath|Draw|Fen):-.

’Solve(-15*y+10 =5*y,
y)
giver y=0.5

Fl=] Fer| FZ

L AAFFEDS___:D
Fu FE=| Fa~[F7o%:
TooTs)2oom|Track ReﬂruphiMuth DruwIP-zn i

z

’Solve(-10*x+10 =
10*x-5, x)’
giver x=0.75

LIAIN__ DEGAPPREOE G0

4. Lgsning af problemet fra virkeligheden

I1: Vi lytter til, hvordan A og B analyserer spillet:

A: Ved al risikerer jeg udbytte 0, ved a2 udbytte —5. For at
maksimere mine minimums-tal bgr jeg veelge al.

B: Ved bl risikerer jeg udgiften 5, ved b2 udgiften 10. For at
minimere mine maksimums-tal bgr jeg veelge b1.

A: Var jeg B ville jeg vaelge b1, derfor bar jeg veelge al.

B: Var jeg A ville jeg veelge al, derfor bgr jeg veelge b2.

A: Og dog, det har B regnet ud og veelger b2. Derfor vaelger
jeg a2.

B: Og dog, for det har A regnet ud og veelger a2. Derfor
velger jeg b1.0sv. osv. 0sv.

Dette spil har intet ligevaegtspunkt.

For at optimere sit udbytte ma B ikke kunne forudsige A’s
valg og omvendt. Spillerne bar derfor vaelge en tilfeeldigt
blandt strategi, A i blandingsforholdet x til 1-x, og B i
blandingsforholdet y til 1-y. Herved bliver udbyttet:

U =5*x*y + 0*x*(1-y) — 5*(1-x)*y + 10*(1-x)*(1-y)

U =-10*x — 15*y + 20*x*y + 10

Indtegnes U pa formelregneren som boks, ses at U-fladen
har et saddelpunkt, hvor det gar ned til begge sider den ene
vej, og op til begge sider den anden vej. Saddelpunktets x-

koordinat findes som skeering mellem de to x-linier der
fremkommer ved at seette hhv. y=0 og y=1:

y =0:U=-10*x+10, og y=1:U=10*x-5.

Saddelpunktets y-koordinat findes som skering mellem de
to y-linier der fremkommer ved at s&tte hhv. x=0 og x=1:

x=0:U=-15*y+10, og x=1:U=5%y.

Dvs. lgsningen er x =.75,y = .5, U = 2.5. A bar veelge a2
nar A treekker klgr, ellers al. B bar veelge b2 nar B treekker
sort, ellers b1.B vil i gns. have en udgift pa 2.5 per spil.
Test forudsigelsen ved at spille spillet 20 gange.

Vi ser, at i et 2personers NulSum-spil findes spillets ligevaegtspunkt altid i et saddelpunkt, hvor det gar opad til den ene
side og nedad til den anden. Ligger saddelpunktet i et hjarne, er dette lgsningen til modelproblemet. Ligger saddelpunktet
inde pa fladen, ma strategierne blandes tilfeldigt, men i et bestemt forhold .
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14. Projekt Statistik

Problemstilling: Hvordan kan vi kort beskrive mange forskellige tal fra et spgrgeskema?
En matematisk model:

Matematik | Problem | — | Lasning
Virkelighed | Problem | | Lgsning

1. Problemet fra virkeligheden
Tal fra besvarelse af et spgrgeskema vil variere uforudsigeligt og kan derfor ikke beskrives med en formel. Hvordan kan
vi give en samlet kort beskrivelse af mange forskellige talveerdier?

2. Opstilling af det matematiske problem

| et spargeskema indgik disse 2 spgrgsmal: Hvor langt har du til skole? Hvor mange bgrn har din mor fgdt? Svarene kan
ikke forud-siges, men kan bagud-siges ved at blive opstillet i en tabel indeholdende observationer og hyppigheder.
Afstands-tallene grupperes, medens bgrneantallet ikke grupperes. Et tal medtages farste gang, det naevnes.

Obs.  Hyp. Frek. KumFrek.  Middeltal, Gns. Obs.  Hyp. Frek. KumFrek.  Middeltal, Gns.

00-05 20 | 20/50 = 0.40 0.40| 2.5*0.40=1.00 1 11| 11/50 =0.22 0.22 1*0.22 = 0.22
05-10 8 0.16 0.56| 7.5*0.16 =1.20 2 25 0.50 0.72 2*0.50 = 1.00
10-15 6 0.12 0.68 1.50 3 9 0.18 0.90 0.54
15-20 9 0.18 0.86 3.15 4 4 0.08 0.98 0.32
20-25 5 0.10 0.96 2.25 5 1 0.02 1.00 0.10
25-30 2 0.04 1.00 1.00 50 1.00 M=22

50 1.00 M =10.2

3. Lasning af det matematiske problem

Frekvensen angiver de enkelte hyppigheder i procent af alle svar. F.eks. 1a 10% af alle svar i omradet 20-25, dvs. 10%
af de svarende har fra 20 km til og med 25 km til skole. Frekvensen illustreres grafisk med et histogram ved grupperede
og et pindediagram ved ikke-grupperede observationer.

Den kumulerede frekvens opsummerer frekvenserne. F.eks. har 86% af de svarende 20 km til skole eller derunder. Den
kumulerede frekvens illustreres med en sumkurve. Pa sumkurven afleses 1. kvartil, 2. kvartil (medianen) og 3. kvartil
ved hhv. 25%, 50% og 75%. Et boks-plot viser mindste og starste observation samt de tre kvartiler.

Middeltallet eller gennemsnittet angiver hvor langt de svarende havde til skole, hvis de alle havde lige langt. Ved
grupperede observationer benyttes intervallernes midter-tal ved beregning af middeltal.

Tallene kan ogsa findes ved at indtaste observationer og hyppigheder som lister i formelregneren, og derefter benytte
Stat Calc 1-Var Stats L1, L2. Igen bruges midter-tal ved grupperede observationer.

50% 50%
40% 40%
30% - 30%
20% - 20%
10% - _\_’_\—\_ 10%
0% r r r r r 0% ;
0 5 10 15 20 25 30 0 1 2 3 4 5

- /,/?‘ 100% —
75% /. 3.K=16.9 75% 3.K=3
1
! Med = 8.1 50% Med = 2

1.K=3.1 1K=2

]
]
, i 25%
1 1 ]
o%/;. v A : 0% . A 4 :

4. Lgsning af problemet fra virkeligheden

Uforudsigelige tal kan ikke forud-siges af en formel, men kan bagud-siges af en tabel over observationer og hyppigheder.
Ud fra tabellen kan beregnes tallenes middeltal. Tallenes frekvenser kan illustreres med histogram eller et pindediagram.
Ud fra de opsummerede frekvenser aflaeses tallenes tre kvartiler, der sammen med ydervardierne beskrives i et boks-plot.
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15. Projekt Forskelsvurdering

Problemstilling: Hvornar er to gruppers adferd forskellige?
En matematisk model:

Matematik | Problem | — | Lasning
Virkelighed | Problem | | Lasning

1. Problemet fra virkeligheden
To grupper A og B har svaret pa et spargsmal, hvor de skal tilkendegive graden af enighed ved at vaelge
mellem 5 alternativer. Hvordan vurderes, om gruppernes svar er forskellige?

2. Opstilling af det matematiske problem
I en tabel indeholder de farste to sgjler svarene fra grupperne A og B.

A B Total Pct Forventet A Forventet B Forsk. A Forsk. B Samlet forskel
Altl | 2 | 1 3 3/27=0.111 | 0.111*16=1.8 | 0.111*11=1.2 0.028 0.040 0.068
Alt2 7 7 14 0.519 8.3 5.7 0.203 0.295 0.497
Alt3 4 1 5 0.185 3.0 2.0 0.363 0.528 0.891
Alt4 2 2 4 0.148 2.4 1.6 0.058 0.084 0.142
Alt5 1 0 1 0.037 0.6 0.4 0.280 0.407 0.688
Total 16 11 27 1.000 2.286

3. Losning af det matematiske problem
Vi tilfgjer 5 nye sgjler til tabellen. | sgjle 3 beregnes for hvert alternativ det totale antal svar, i sgjle 4 pct.
andelen af svar. | sgjlerne 5 og 6 det forventede antal svar hvis de to grupper svarer ngjagtigt ens.

I den sidste kolonne beregnes sa for hvert alternativ et forskelstal efter formlen
ki~2 =(observeret - forventet)"2/forventet.
Til sidst beregnes det totale forskelstal, der i dette tilfeelde bliver ki*2 = 2.286.

Hvis de to grupper havde svaret ngjagtigt end ville ki*2 = 0. Sa der er en forskel pa hvordan de to grupper
svarer. Spgrgsmalet er blot om forskellen er sa stor at den er kritisk.

De kritiske greensetal findes i en ki*2-tabel.

Frihedsgrader 1 2 3 4 5 6 7 8

Kritisk forskel 3.841 5.991 7.815 9.488 11.07 12.592 14.067 15.507

Farst ma vi dog finde antallet af frinedsgrader. Af den lodrette total pa 16 kan variere frit pa alle spargsmal,
pa naer det sidste, der altid vil kunne beregnes som resten. Tilsvarende vil den vandrette total pa 3 kunne
variere frit pa alle grupper, pa neer den sidste, der altid vil kunne beregnes som resten.

Sa antallet af frihedsgrader vil kunne beregnes af formlen
frinedsgrader = (reekker — 1)*( kolonner — 1).

I vores tilfeelde geelder da frinedsgrader = (5 — 1)*( 2 — 1) = 4. Af tabellen ses at den kritiske greense ved 4
frihedsgrader er 9.488, idet vi gnsker at vort svar skal vaere 95% korrekt.

4. Lgsning af problemet fra virkeligheden

Ved en spgrgeskemaundersggelse svarer to grupper A og B forskelligt. Ved beregning af det totale
forskelstal fas tallet ki*2 = 2.286. Da den betragtede undersggelse bestar af 5 spargsmal besvaret af 2
grupper vil antallet af frinedsgrader veaere 4*1 = 4. | dette tilfeelde er det kritiske forskelstal 9.488, hvis vi
gnsker at vort svar skal vaere 95% korrekt.

Da det aktuelle forskelstal er mindre end det kritiske tal kan vi konkludere, at forskellen pa de to gruppers
svar ikke er signifikant pa et 5%-signifikansniveau.
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16. Projekt Hypotesetest
Problemstilling: Hvordan kan vi teste hypotesen ’Dette tetraeder er symmetrisk*?

En matematisk model:

Matematik | Problem | — | Lasning |
Virkelighed | Problem | | Lasning |

1. Problemet fra virkeligheden

Ved 4 kast med et symmetrisk tetraeder kan resultatet *1° forekomme 0, 1, 2, 3 eller 4 gange med 31.6% chance for 0
gange. Men er tetraederet symmetrisk, sa gevinstchancen for ler er ¥%? Vi udferer 4-serien 40 gange, og sammenligner
vore eksperimentelle data 16, 14, 7, 2, 1 med de teoretiske forventninger for at teste, om tetraederet er symmetrisk.

2. Opstilling af det matematiske problem

14 G Gevinst Resultat Gennemlgb  Sandsynlighed TIStat.Binompdf(4,0.25)
— G 4 4Gog0T 1 1%(1/4)74*(3/4)"0 0,004
34 T G 3 3GoglT 4 4*(1/4)73%(3/4) 0,047
G 2 2Gog2T 6 6%(1/4)72*(3/4)"2 0,211
G 1 1Gog3T 4 4%(1/4)M*(3/4)73 0,422
T _T _T T o0 0Gog4dT 1 1%(1/4)"0*(3/4)"4 0.316

Ved fire gentagelser af et eksperiment med to udfald Gevinst og Tab optreeder binomialtal, som nCr(4,2) = 6,
samt binomialfordelingen T1Stat.Binompdf(4,0.25) med n=4 (4 gentagelser) og p=0.25 (gevinstchance 25%).
Vi ser, at sandsynligheden for at vinde r gange af n er P(n,r) = nCr * p/r * (1-p)*(n-r).

Vi tester nul-hypotesen *sandsynligheden for udfaldet 1 er 25%.’

3. Lgsning af det matematiske problem

Vi opretter to kolonner. Gev. Obs.  Forv. Afv. Afv/ 2 KiM2

Kolonne 1 indeholder de observerede hyppigheder To. 4 1 0,16 084| 0,71| 4,556
Kolonne 2 indeholder med de forventede hyppigheder 3 2 1,88 0,13| 0,02| 0,01
Te = 40*TIStat.Binompdf(4,0.25). 2 7 8,44 -144| 2,07 0,24
Kolonne 3 indeholder forskels-tallene (ki*2-tallene) 1 14 | 16,88 -288| 827| 049
beregnet som ki*2 = £(To-Te)"2/Te. 0 16 12,66 334| 1118| 0.8
Dette giver et samlet ki*2 forskelstal pa 6.18. 6,18

Med CAS importeres de to lister til formelregnerens Stats/List-editor. Sa udfgres en ki*2 GOF (Goodness of Fit) test,
som dels viser de enkelte ki*2 tal, samt det samlede ki*2-tal 6.18.

[TE%T:Tﬁ1geaﬁruI-:Fu%T:Iufﬁ'»z'r{rrﬁnlu{-:1erusn'upI ] [TEH:HEE i -:“EIDE?E&:‘T | EE' LR PR e A J

listi [1i] 1:2-Te=t.

2iT-Test.. Obserued List: [1iz 1 |

16 1z] 251 :

14 1& E: %_Egmg$¥git:: Expected Lisk: 14| B ;i:::.;

; ? E= 1—PPDP§¥E'5*£--- Ded of Frecdor a1 ; Comp st =L.BB.MS.EYE..

; . : =S Fesults: Calculake +

B TP P et ) [ [ e
t16,14,7. 2, 13+1istl list3=£. 8834104938276, .4, | 1ist3=L.98341049385716, . 4. | list3=4. 2341049382716, . 4.
HMAIN TEGAUTD FUNE 1750 | MAIN DEG AUTD FUNC 742 | TOPE + [ENTERI=OK AND [ESCI=CANCEL FRIN DEGALTD FUNC E7R

Er de observerede og forventede tal ens, vil ki*2 = 0. Sa der er forskel pa de to tal. Spgrgsmalet er om forskellen er s
stor, at den er kritisk. De kritiske forskelstal findes i en ki*2-tabel (5% signifikans).

Farst findes antallet af frinedsgrader. Med 5 kategorier kan de 4 variere frit, hvorimod den femte altid vil kunne
beregnes som ’resten’. Tilsvarende vandret: med to kategorier kan kategori 1 variere, men ikke den sidste, der altid vil
veere resten. Sa antallet af frihedsgrader vil kunne beregnes af formlen frinedsgrader = (reekker — 1)*( kolonner — 1).

| vores tilfeelde gaelder da frihedsgrader = (5 — 1)*( 2 — 1) = 4. Af tabellen ses, at ved 4 frihedsgrader er den kritiske
graense 9.49, hvis vi gnsker 5% signifikans (fejl-sandsynlighed), og dermed 95% sandsynlighed for et korrekt svar.

Frihedsgrader 1 2 3 4 5 6 7 8
Kritisk forskel 3.841 5.991 7.815 9.488 11.07 12.592 14.067 15.507

4. Lgsning af problemet fra virkeligheden

Hypotesen ’dette tetraeder er symmetrisk’ testes med 40 udferelser af en 4-serie kast. Vi forventer at fa tal, som har
binomialfordelingens form, men ma konstatere, at vore malinger afviger fra disse. Afvigelsen males med en ki*2 GOF
test pa 5% signifikansniveau, og denne viser at forskellen mellem to talszt er 6.18, dvs. mindre end den kritiske
forskelsverdi pa 9.49 ved 4 frihedsgrader. Vi kan derfor konkludere, at forskellen ikke er kritisk, sa vor nul-hypotese
accepteres pa et 5%-signifikansniveau, dvs. at der er 95% chance for at undersggelsens svar er korrekt. Havde den
samme fordeling vist sig ved 80 gentagelser, havde ki*2 tallet vearet det dobbelte, og hypotesen matte da forkastes.
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17. Historisk matematik med beviser

A. Antikken.

Matematikken (leeren om mange) opstar samtidig med overgang fra jeeger-samler til agerbrugskultur i
floddalene (Nilen (ZEgypten), Eufrat-Tigris (Arabien), Indus (Indien), den gule flod (Kina). Handel mellem
Europas hgjland og @stens lavlande bestar af sglv i bytte med iser krydderi og silke. Grakernes sglv
finansierede den graeske kultur. Graekerne talte med bogstaver: alfa, beta, gamma og kan ikke udregne
plusstykker. | stedet udvikler greekerne den tal-frie geometri med beviser, pabegyndt med Pythagoras to
beviser: A+B+C = 180 og a2 + b2 = ¢"2. Trigonometri behgver tre ligninger til at beregne de tre ukendte
sider, og ekstra ligninger kommer fra arabernes sinus, cosinus og tangens. Romerne talte pa fingrene og kan
ikke udregne gangestykker. Araberne teeller ved at ti-bundte, sa et antal angives som f.eks. 234, dvs. 2 ti-
bundter af ti-bundter plus 3 ti-bundter plus 4 ubundtede, eller som et polynomium: 2*B”2 + 3*B + 4, B = 10.

B Sinus-relationer: hb = c*sinA = a*sinC; dvs. ¢/sinC = a/sinA

/3?3’ c Tilsvarende fas hc = b*sinA = a*sinB; dvs. b/sinB = a/sinA

AA C Ak Cosinus-relationer: ho"2 = ¢"2 - (b-x)"2 = a2 - x"2; X = a*cosC
C’\ [1 X "2 - b2 - XN2 + 2*b*x = a2 - x"2

A b C c"2-b"2+2*b*a*cosC = a2 (antagelse: trekanten er spidsvinklet)
Dvs. ¢"2 = a2 + b2 — 2*a*b*cos C; ¢2 = a2 + b2 hvis C = 90.

B. Renaessancen.

Greekernes sglvminer blev temt pa 100 ar. Romernes spanske sglvminer blev erobret af vandaler (Andalusien
= Vandal-landet, Vandal = Vendel?). Kort efter ar 1000 findes sglv i Harzen (dollar = thaler). Sglvet bringes
til Norditalien, og med arabiske mellemhandlerne genopstar gst-handlen. Den opsamlede kapital skaber
bankvaesen i Italien, som udskifter romertal med arabertal, og udvikler gange, potens, rod og logaritme.

Kapital: K = Ko*(1 + R) = Ko*(1 + n)n = Ko*e™(kn). Dvs. e’k = 1+r, eller k = In(1+r). Og R = n*r + rentesrente
Samlet rente R: 1+R = (1+r)"n. Fordobling: 2*Ko = Ko*(1 + r)"x, dvs. X = In2/In(1+r).

Kontinuert rentetilskrivning af 100%: 1+R = (1+1/n)"n = e, n stor: (1+1/n)"n -> e = 2.7182818 for n-> 0.
Opsparing med konstant indskud pa a kr og rente r%: Pa konto 1 indsattes a/r, den arlige rente a/r*r = a
overfares til konto 2 som fast arligt indskud a sammen med arlig rente til konto 2. Konto 2 vil da indeholde
dels en opsparing A, dels den samlede rente R af a/r, altsa a/r*R. Dvs. A = a/r*R eller A/la=RI/r.

C. Den moderne tid.

Engleenderne kan sejle og erobre spansk sglv, men skal sejle pa abent hav til Inden for at undga Portugals
befaestning af Afrikas kyst. Breddegrad bestemmes let (nordstjerne og sydkors). Lengdegraden bestemmes
ved manens position mellem stjernerne, men hvordan bevager manen sig? Kirken: Mellem stjernerne,
falgende den metafysiske Herres uberegnelige vilje, hvorfor vi blot skal tro, bede og ga i kirke. Descartes har
opfundet koordinatsystemet, som koordinerer geometri og algebra, sa man kan regne pa kurver, og grafe
ligninger. Med dette veerktgj og pa baggrund af Brahes tabeller over manens bevagelse siger Newton:
Manen falder mod jorden som &blet, begge falgende deres egen fysiske vilje, der er beregnelig idet viljen
(eller kraften) ENDRER bevaegelse, hvorfor der er behov for at udvikle endringsregning (differential- og
integralregning), sa man kan lgse @ndringsligninger (differentialligninger) ved integration. Engleenderne
foretraekker dog bomuld for silke, og flytter bomuldsproduktionen til Nordamerika, hvilket skaber en sglvfri
bytte-gkonomi, trekantshandel (Bomuld <-> Jern & Vaben <-> Arbejdskraft (sorte slaver) <-> Bomuld <->
osv.) Samtidig udvikles Oplysningstiden: Nar abler falger egen vilje og ikke en metafysisk formynders, kan
mennesker gere det samme og erstatte metafysisk formynderi med demokrati. To oprettes, et i USA og et i
Frankrig. Demokratiet sejrer i WW2, som udvikler computere, for at styre vabenforsyningen til kamppladser.

ZEndringsregning: Et rektangel har to sider f og g, dvs. med areal A = f*g (antagelse f> 0, g > 0, df > 0, dg > 0).
/ndres x med dx, &ndres f med df og g med dg, dvs. arealet A &ndres med tre stykker df*g + f*dg + df*dg.
Andringsforholdet dA/dx bliver da: dA/dx = df/dx*g + f*dg/dx + df/dx*dg = £ *g + f*g’ (+**dg) da dg -> 0 for dx->0.
Dvs. dA/dx = A’ = (f¥g)’ = f*g + f*g’.
Med x"2 = x*x = fis (x"2)’ = (x*x)” = X’ *x + x*x” = 2x. Med x"3 = x*x"2 fas (x"3)’ = 3x"2. Med x4 = x*x"3 osv.
Med d(x*(a+1))/dx = (a+1)*x"a gaelder ved overflytning af differentiation som det modsatte, dvs. integration:

xNa+1) = (a+1) [ x*a dx, da gange-konstanter hverken differentieres eller integreres, | x*a dx=x"(a+1)/(a+1).
Hvis x vokser med dx, vokser arealet A under kurven y=f(x) med strimlen dA = hgjde*bredde = f(x)*dx. Det samlede
areal s da ved at opsummere strimlerne, Jf(x)dx, eller af &ndringsligningen dA = f(x) dx, eller dA/dx = f(x), eller
A(x)’ = f(x), dvs. som stamfunktion F(x) til f(x). Sa arealet fra a til b = tilvaeksten i arealet fra a til b = AF = F(b) — F(a).

Pa en enhedscirkel vil en lille x-tilveekst dx skabe en lille ensvinklet vaeksttrekant med vandret side —d(cosx), lodret side
d(sin x), og skra side dx. Af tilveekst-trekanten fas da: d(sinx)/dx = cosx og d(cosx)/dx = -sinx
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